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Problema 1
Simp\mem 19 QXPYQS\OT\ numaricy, S\gU\QMQZ

3 1 1
7— — 8= +3=-7.
51 te3T
Problema 2
) _ _ 442 )
Encontrar el nimero real z cuya distancia a 1 4 V2 sea — LJES el numero real z,
unico?
Problema 3

Localizar 108 S\gU\QT\IQS numaeros en 14 recta numariea:
(i) 0.953174;

(27) 1000030002.48294857.

Problema 4
Encontrar 10s siguientes conjuntos:

(4) E! conjunto de l0s nameros reales  que satisfagan la relacion |z + 1] = 3.

(47) EI conjunto de 108 nameros reales z que satisfagan la relacion |z — 3| = 2.

Problema 5

Todo numero entero se puede expresar de manera aniea en la forma 4n, 4n+-1, 4n+2 0 4n+3,
para a\gnn Qntero n. Por Q)emp\o, el nimero 2010 es de la forma, 4n + 2. LDQ qu@ forma es el namero
que resulta de multiplicar diez nameros de la forma 4n + 37
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Problema 6
En el siguiente arreglo de numeros, completar el renglon mareado con asteriscos.

3
13 15

53 55 61 63

Problema 7
Convartir 108 siguientes numeros al sistema que se pida:

(¢) (11111010010)., i sistema decimal.
(24) 2010 al sistema binario.

(i17) (2010), al sistema sexagesimal.

Problema 8
Encontrar 108 nimeros reales « @ Y tales QUQ

Problema 9
uUsando 1a '\gua\dad a\gebra'\ea

(z+y)° = (x—y)? = day,

comprobar que el namero 399960000 se puede expresar como una diferencia de cuadrados de
NUMeros enteros. ;Se puede &p\'\QQY este proe@d'\m'\gmo para el numero 20107

Problema 10
Factorizar la expresion algebraica

1223 — 332%y + 21ay? — 63°.

Problema 11
Simp\mem 1a QXPYQS'\()\'\ &\g@b\”&'\Q&

23 +4xy — vy +4ay? — 2y?
T+ 2y ‘




Problema 12
sea f: R — R lafuncion con regla de correspondencia f (z) = 512 —x + 1, para cada

z € R. Caleular:
1-v2 Y\ |
f ( 2 ) .
Problema 13

Sea f: R — R lafuncion con regla de correspondencia f (z) = —3x% — 22+ 1, para cada
x € R. Para ¢ > 2, ;existe un namero real z tal f (z) = 7

Problema 14

Padro desea enviar desde el Distrito Federal la cantidad de $2500.00 & su tio Julian, QU\QT\ Vive
en Taxeo, Guerrero. Una tienda comercial dedicada al envio de dinero le cobra $186.50 por dicho
anvio. Si tal tienda comarcial le cobra el 3 % adicional por enviar $2500.00 mas a 1a misma ciudag,
,cuanto pagara Pedro por enviar $5000.007

Problema 15
Convaertir las siguientes cantidades en 10 que se pida:

(¢) 15nrs 35 min 47 seg, a dias.
(¢4) 183% 277 3", a grados.

Problema 16
obtenar 1a solucion de 1as S\gU\QMQS acuaciones:

(i) 22777 =1.
(i3) ¢/ In(z) = 4.

Problema 17
Encontrar 10s siguientes conjuntos:

(¢) El conjunto de todos 108 nameros reales z tales que 2z% 4+ 1 = 0.

(47) EI conjunto de 108 nameros reales x tales que In (z) = z.

Problema 18
Encontrar 1a solucion del S'\glﬂ@m% sistama de ecuacionaes:

IEn este problema y en el siguiente, R simboliza al conjunto de nimeros reales.
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Problema 19
congidarese 1a ecuacion
(z+1)° g2
1 + 9 =1. (%)

(4) ;Sabe cudl es el lugar geomatrico de 108 puntos (w,y) que satisfacen la ecuacion (x)?

(ZZ) Sty =1, LQUQ\QS deben de ser 108 valores que debe de tomar x para gue se satisfaga 19
acuacion (*)7

(ZZZ) Stahora y = 3, ;existen numeros reales x que satisracen 1a ecuacion (*)7

Problema 20
En ol plano cartesiano, graficar \as parejas (z,y) tales que z = 1/y, con y # 0.

Problema 21
Graricar las parejas ordenadas (z,y) tales que = = y?+ 3y — 1.

Problema 22
Calcular ol apotema de un NExAgono regular cuyo perimetro ¢s P = 19u (u umdgdes) 2

Problema 23
Si ol area del triangulo rectangulo AABC de la figura mostrada es de 14w (u unidades),
encontrar las coordenadas del punto C.

Problema 24
congidarase un ctreulo de centro O, radio T, p@ﬂm@tro Py area A. Demostrar QUQ'.

2Téngase presente que el apotema de un poligono regular es el radio de la circunferencia inscrita

en él.



PQ
7) El cociente —— s una constante, independientemente del circulo que se tenga.
7 p q :

(4) Todo cuadrado de drea Ay lado ¢, debe cumplir con que £ = /7 r.

Problema 25

Sea 7" un trigngulo equilatero, si la longitud de cada uno de sus 1ados €8 ¢ = 2, eNLONCES
caleular el radio dael circulo de area '\gU&\ 9 19 del U'\QﬂgU\O T. Dar al resultado con un error de menos
de 1078,

Contacto: R. Mancio Tolew
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Problema 1

Calcular el darea sombreada en el siguiente circulo de radio 2010.

N

El siguiente nimero esta en base 2:

Problema 2

1111...1

y tiene 2010 digitos, ; Qué nimero es en base 20107

Problema 3

En un reloj de manecillas, calcular el nimero de veces que la manecilla de los minutos
se encuentra exactamente encima de la manecilla de las horas.
Problema 4

¢ Cial es el drea de un cuadrado que tiene sus vértices entre las curvas y = —V x2 — 1

e y=-—-x2+17



Problema 5
Encontrar las soluciones racionales de la ecuacion senx = cosx. jCudles de estas

soluciones se encuentran en el intervalo [—2m,27]|?
Problema 6

¢ Cuantos caminos distintos hay para ir del punto A al punto B? Si se puede mover
hacia la derecha, hacia la izquierda y hacia arriba, pero no se puede mover hacia abajo?

B

Problema 7
En la siguiente figura AB || C'B. Demostrar que se puede dibujar un circunferencia que

pase por A, B,C' y D
N o/
N
AVB
Problema 8

Encontrar las soluciones que no sean reales del polinomio z° + 2z* — xz — 2.

Problema 9

La representacion de las fracciones:

27_3+ 1 146_4+ 1
7T 17 31 1

1+6 1+ ————

2+ —

2 _

*1

recibe el nombre de representacion en “fracciones continuas”.> Encontrar la representacion
317 527

en “fracciones continuas” de las fracciones 38 y 19

1 Algunos autores, prefieren utilizar el nombre de “fraccion continuada” en vez de fraccién continua.



Problema 10

Juan es ayudante de un repostero el cual le ha encargado comprar los ingredientes para
preparar algunos pasteles de manzana y de naranja. Ya estando en el mercado se percata
que la lista de ingredientes que le pidieron comprar no incluia la cantidad de huevo ni de

manzana, la lista era:

Lista de Juan

Ingrediente | Cantidad
Harina 12.5 Kg.
Huevo

Leche 12 ¢.
Manzana

Naranja 6 Kg.
Levadura 5.5 Kg.

como llevaba el dinero exacto para la compra, Juan recuerda la cantidad de ingredientes
que necesita cada pastel, con esta informacion, Juan deduce cual era la cantidad de huevo
y manzana que debia comprar, realiza la compra y regresa a la pasteleria. La receta para

cada pastel es:

Cantidades por pastel

Ingredientes | Pastel de manzana | Pastel de naranja
Harina 1.5 Kg. 2 Kg.

Huevo 0.5 Kg. 0.5 Kg.

Leche 2 /. 1.5 7.

Manzana 1 Kg. 0 Kg.

Naranja 0 Kg. 1.5 Kg.

Levadura 0.5 Kg. 1 Kg.

¢ Cuales fueron las cantidades de huevo y de manzana que Juan compré?
Problema 11

Demostrar que los coeficientes del desarrollo del binomio (a + b)63 son todos numeros
impares.
Problema 12

Considérese el polinomio P (x) = "+ a, 12" '+ -+ a1z + ao, en donde todos sus
coeficientes a,,_1,...,a1,aq Sson numeros enteros. Demostrar que si el polinomio posee al

menos una raiz racional, entonces tal raiz debe ser un numero entero.
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Problema 13
Calcular el nimero de puntos con coordenadas enteras que se encuentran en el circulo

de radio 8.3, incluidos los que se encuentran sobre su circunferencia

Problema 14
Encontrar todos los numeros de dos digitos de forma tal que al dividir el nimero entre

la suma de los digitos se obtenga por resultado 4.

Problema 15
Demostrar que el nimero de puntos con coordenadas enteras que se encuentran en la

region definida por las desigualdades x > 0, y > 0, zy < 10 esta dada por:

23" {1—:}—[@}:27,

0<k<v/10
en donde [z] denota la parte entera del numero z.

Problema 16
Considérese a un pentagono cuyos vertices se encuentran en los puntos Py = (—2,—3),

Py =(-3,2), P3=(3,8), Py = (5,1), P5s = (6,—4). Encontrar al menos un conjunto de

1

constantes no negativas {cl, Co,C3,Cy, 05} tales que si x = (1, 5) entonces:

lL’:Clpl+C2P2+03P3+C4P4+C5P5

y que ademas:

01+CQ+C3+C4+C5 = 1
¢ Existe solo una combinacion de constantes {c1,cy,c3,c4,c5} con tales caracteristicas?

Problema 17
Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,2) y que ademds es ortogonal
a una recta que pasa por el punto (0,9), donde ademds los puntos (0,9) y (1,2) pertenecen

a una circunferencia de radio 5. jEs tnica la recta que se busca?

Problema 18
Encontrar todos los numeros de tres digitos tales que al dividirlos por la suma de sus

digitos se obtenga por resultado 20.

Problema 19
Demostrar que el producto de cuatro nimeros consecutivos, no puede ser el cuadrado

de un entero.



Problema 20
Sean a, b, c numeros naturales. Supongase que para todo ndmero natural n, existe un
tridangulo cuyos lados tienen longitud a™, b™ y c" respectivamente. Demostrar que todos

estos triangulos son isosceles.

Problema 21
Demostrar que si m, mo, ..., m, son numeros naturales distintos y ninguno divisible

por primos mayores a 3, entonces

< 3.

Problema 22
Demostrar que el polinomio p(x) = x* +2x2 +2x + 2 no se puede escribir como el
producto de polinomios de la forma z*+ax +b y x?>+cx+d, cona, b, c y d numeros

enteros.

Problema 23

Encontrar todas las soluciones enteras no negativas del siguiente sistema de ecuaciones:

322 —2y? — 422 + 54 = 0;
5x% —3y? — 722+ 74=0.
Problema 24

Encontrar todas las decenas de numeros enteros que tienen la propiedad de que al
sumar nueve de ellos dan como resultado 82, 83, 84, 85, 87, 89, 90, 91 o 92.

Problema 25
Si A= (0,-10) y B = (2,0) Encontrar el punto C' sobre la pardbola y = x* y que

minimize el valor del area del triangulo A ABC'

Contacto: R. Mancio Tolew
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Problema 1
Sea I, el campo con p elementos. Calcular el nimero de matrices invertibles (no

singulares) de tamafo 3 x 3 con entradas en el campo I,,.
Problema 2

Sea f: R — R la funcion con regla de correspondencia:

32 +2x+1
f@)=—g——.

xd—ux
Calcular la 100—€sima derivada de la funcion f en el punto xy = 2.

Problema 3

Sea f: R — R la funcion con regla de correspondencia:
f (z) = arctan 2*71°

Calcular la suma f (0) + f (1) +...+ f(20).

Problema 4

Calcular el siguiente limite:

lfm <Sen (@) )(2010),
x—0 €x

en donde el exponente (2010) denota a la 2010—€sima derivada.
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Problema 5
Considérese una trinchera cuya seccion transversal tiene la forma de la pardbolay = 2.
Calcular el radio maximo del tubo que esta colocado a lo largo de esta trinchera y descansa

sobre su fondo. Véase la figura.

Problema 6

Encontrar los valores de a,b € R de manera que la integral indefinida:

dx

/ ar®+bx?+5x+3
x4 —222+1

no sea una funcioén trascendente.

Problema 7

Dibujar el siguiente subconjunto del plano cartesiano:

K:{(x,y)ERQ:O§x<g, 0<y

IN
Do

, sen (z) > cos (y) } :
Problema 8
Dibujar el siguiente subconjunto del plano cartesiano:
L={(z,y) e R*: —2r <z <2m —27 <y <2m, sen(x) > cos(y)}.

Problema 9

Calcular el limite:



Problema 10
Sean n un ndmero natural y M,,(R) el conjunto de matrices de tamafio n x n con
entradas en el campo de niimeros reales R. Sea A = (a;;) € M, (R) la matriz definida de

la siguiente forma:
a;j =max{i,j} paracada i,j=1,2,...,n.

Calcular el determinante de A.
Problema 11
Sea B = (b;;) € M,,(R)* la matriz definida de la siguiente forma:
7T si 1=17
bij = , paracada 1,7 =1,2,...,n.
5 en cualesquiera otro caso

Calcular el determinante de B.
Problema 12

Sea (a,,) la sucesion de nimeros reales definida inductivamente como sigue:

a; =1, an=174/6+a,1 n=23....

Demostrar que la sucesion es convergente y calcular su limite.

Problema 13
SeaP ={(z,y) € R*: x,y > 0}. Sean U1, Vs, ...,0,, € P. Demostrar que:

Tl + | T2l + -+ | T | S V2 || T1 4 To+ - + T| 2
Problema 14

Calcular el siguiente limite:

lim In (1 +1In(1+---+In(1l +2)),

N—00 \§ ~~ /

n veces

siempre que v > 1.

Problema 15

Demostrar o refutar:
/ U da
— =2
1 SU2

LEl conjunto M,,(IR) se ha definido en el Problema 10.

2Aqui || || denota a la conocida norma euclidiana, definida como || || = V@0 - @ para todo @ € R

Justificar ampliamente su respuesta.
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Problema 16
Sea F : R®* — R?® un campo vectorial. Demostrar que las siguientes condiciones son

equivalentes:

i) La matriz jacobiana de F es una matriz simétrica.

it) F es un campo gradiente, es decir, existe un campo escalar f : R® — R tal que

F = grad f salvo alguna constante.’

iti) rot F = 0.
Problema 17

Demostrar con todo detalle que cualesquiera que sea a > 0 se tiene que

2a
/ d_a: = In2.
" x

Dar la interpretacion geométrica de este hecho basada en las propiedades de la hipérbola
equilatera xy = 1.
Problema 18

Calcular el siguiente limite:

2 1
x — —sen (z) — - tan (x)
lim —3 3

z—0 .1’5

Problema 19
Demostrar que los conjuntos:
N={ACN : Aesfinito};
R = {(rn), : (rn), es sucesién finita de nimeros racionales } ;
son equipotentes. Nétese que este problema tiene una reformulacidn en términos de niimeros
algebraicos. jEscribalal

Problema 20

Sea f : R? — R la funcién cuya regla de correspondencia es:

zy si|y| < |z
f(zy) =

—zy si |y|> |z

Demostrar que f es continua en (0,0).  Tiene f plano tangente en (0,0)?

3A la funcién £, se le da el nombre de funcion potencial del campo F.
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Problema 21
Sea W un conjunto no vacio y sea {A,} ., una familia no vacia de conjuntos no

vacios. Sea { fa } .o una familia de funciones tal que:

i) fo:Ays— W para todo a € 1.

it) fo=fgenA,NAg paratodo (a,)eclxL

Demostrar que existe una y sélo una funcion f : |J A, — W tal que f|a, = fa para todo
acl
ael.
Problema 22
Sea ¢ : R — R la funcion con regla de correspondencia:
e Ve si x40

p (1) = :
0 si x=0
i) Demostrar que ¢ es continua y derivable en 0.
i1) Demostrar que para cualesquieran € IN, la n—ésima derivada de ¢ en 0 siempre existe.

iii) ;Es ¢ desarrollable en serie de Maclaurin?

iw) Si f : R — R es una funcién continua y derivable en 0, entonces jes la funcion

g () = f (x) 4+ e /%" desarrollable en serie de Maclaurin?

Problema 23
Demostrar o refutar:
SiA,B € M, (R), entonces A y B tienen los mismos valores propios si y sélo si A y
B conmutan.
Problema 24

Sea n un ndmero natural y sean c1, cs, ..., c, nimeros reales todos distintos. Definase

la matriz C € M,,(R) como sigue:

1 1 1
C1 Co Cn
2 2
c c c
1 2 n
C= 3 3 3
C1 Co Cn
et et et

Demostrar que C es invertible y calcular C1.



Problema 25
Sean z,y € QT tales que 1 < y — x. Demostrar que existe m € IN tal que v < m < y.

Problema 26
i) Utilizar el principio de Cavalieri (forma integral) para demostrar que el drea limitada

por un arco parabdlico de altura h y anchura b es:

A= 2bh.
3

Véase la figura.

i) Utilizar el principio de Cavalieri y el inciso (i), para encontrar el volimen de un

casquete parabdlico de altura h y radio r.
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