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1. PRESENTACION

Uno de los objetivos fundamentales de la Escuela Superior de
Fisica y Matemaéticas del Instituto Politécnico Nacional, ha sido el de
contribuir a la formacién de profesionistas en Matematicas a nivel de
licenciatura y posgrado, con la finalidad de que puedan ser capaces de
integrarse, al término de sus estudios, a areas diversas como son la in-
vestigacion, el desarrollo tecnolégico y la docencia, entre otras. Todo
esto motiva a la institucién a organizar eventos y actividades condu-
centes a despertar en los estudiantes de los niveles de secundaria, medio
superior y superior el gusto por las Matematicas. Bajo este contexto,
la Escuela Superior de Fisica y Matematicas, se ha dado a la tarea de
organizar el Concurso Nacional de Matematicas Pierre Fermat,
desde el ano 1990.

2. BREVE SEMBLANZA DE PIERRE FERMAT

A principios de siglo XVII nace uno de los genios més singulares
de la historia M. Pierre de Fermat, hijo de burgueses, el 17 de agosto
de 1601 en Beaumont-de-Lomagne. Educado en Orléans y Tolouse es-
tudia, en este ultimo, la carrera de leyes y sus relaciones familiares le
permitieron ocupar puestos como Consejero del Parlamento y Comi-
sionario de la Chambre de Requétes du Paris (1631) y de la Grande
Chambre (1654), cuyos cargos le facilitaron disfrutar de ocio necesario
para elaborar una obra que a mas de cuatrocientos de su nacimiento
hace de su nombre parte de nuestra cultura cientifica y que le han per-
mitido conocerlo generalmente como el padre de la Teoria de Nimeros
Moderna. Gran parte de la inspiracion de Fermat deriva de los trabajos
de Diofanto, fue el primero en descubrir propiedades realmente profun-
das de los niimeros enteros, contribuyé ademas en la construccion de
la geometria analitica, disenando técnicas que serian incorporadas al
naciente calculo infinitesimal. Con Pascal estableci6 las ideas béasicas
de la teoria de la probabilidad, propuso el principio éptico que lleva

su nombre, diseno el método de demostracién del descenso infinito,
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mostrd el potencial de las demostracién por induccion; ademas, pro-
puso lo que por casi cuatro siglos representé el sueno inalcanzable, y
que permitio que gran parte de la Teoria de Niimeros Algebraicos fuera
desarrollada por los intentos de Kummer y sus contemporaneos para
resolver el problema conocido como el Ultimo Teorema de Fermat.

Para muchos de sus contemporaneos, Fermat fue un hombre de
diversos matices. Descartes lo llamé fanfarrén, debido quiza a la im-
posibilidad del primer filésofo de la modernidad de descalificarlo en
cuanto a su inteligencia y vastos conocimientos matematicos. Marin
Mersenne, con quien intercambio correspondencia, se refirié a él como
el muy ilustrado hombre de Toulouse, mientras que Pascal, que poseia
un gran intelecto y un talento inusual para el pensamiento matemati-
co, lo calific6 como el més grande matematico de Europa, lo cual pudo
incomodar a Descartes. Wallis con quien sotuvo una polémica en cuan-
to a la importancia de sus resultados, se referia a él como ese maldito
francés.

La fama de Fermat esta fuertemente vinculada con una nota que
hizo sobre el margen de un ejemplar de la Arithmetica de Diofanto. Este
ejemplar con las anotaciones de Fermat se ha perdido y sélo se conoce
de su existencia por la publicacién de una edicién de la Arithmetica
por Samuel Fermat, su hijo. En esta edicion, el hijo transcribié la nota
de su padre bajo los textos griego y latino de la pregunta 8 del libro 2

de Diofanto, la nota dice textualmente:
OBSERVATIO DOMINI PETRI DE FERMAT

Cubum autem in dous cubos, aut quadrato quadratum in duos quadrato
quadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potesta-
tem in duos eiusdem nominis fas est dividere: cuius rei demostrationem

marabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caparet.

La traducciéon aproximada es:

OBSERVACION DEL SENOR PIERRE DE FERMAT
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Es imposible separar un cubo en dos cubos, o una cuarta potencia en
dos cuartas potencias o, en general, cualquier potencia mayor que la
sequnda en dos potencias similares. He descubierto una demostracion
verdaderamente maravillosa de esto, pero este margen es demasiado

pequeno y no cabe.

En notacién matematica es: si n > 3 es un entero, entonces la
ecuacion " + y" = 2" no tiene soluciones enteras con xyz # 0.

En 1994 el matemaético inglés Andrew Wiles, de la Universidad
de Princeton, logré dar la demostracion, utilizando argumentos que

ciertamente no caben en el margen de cualquier libro.

3. CoNCURSO PIERRE FERMAT 2007

El Concurso Nacional de Matematicas Pierre Fermat,
contempla tres categorias: secundaria, media superior y superior. Tal
concurso se realizard en dos étapas: eliminatoria y final. La primera
consiste de un examen de 25 a 30 preguntas de opcién multiple a re-
solverse en 3 horas. La étapa final consta de un examen escrito de 5
problemas de respuesta abierta (en cada nivel), con un tiempo de 4

horas para su solucion.

4. BASES DEL CONCURSO

Estar inscrito durante el ciclo escolar 2006-2007 en alguna insti-
tucion publica o privada dentro del pais, en el nivel escolar correspon-
diente. No se considera limite de edad, ni semestre ¢ ano en el que se
encuentre inscrito. Se debera presentar comprobante de estudios vigen-

te al momento de registrarse (credencial o constancia).

5. PREMIOS

Diploma de participacion para todos los concursantes y, a su vez,
se premiard cada categoria, quedando a criterio del jurado la posibilidad

de declarar desierta algin lugar de cada categoria. Tenemos ademas un
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total de al menos once menciones honorificas. Los ganadores de cada
categoria obtendran premios en efectivo, medallas, libros, y para los

ganadores de nivel medio superior y superior habra calculadoras.

6. PREMIACION

Se llevara a cabo el dia 7 de diciembre del ano 2007 a las 12 hrs.,
en el Auditorio Dr. Victor Flores Maldonado de la Escuela Superior de

Fisica y Matemaéticas del Instituto Politécnico Nacional.

7. INSCRIPCIONES

La inscripcion no tiene costo y se realizara del 18 de junio al 12
de octubre del 2007, en la sede donde se desee presentar el examen de

la etapa eliminatoria (consultar www.esfm.ipn.mx/~fermat).

8. EXAMEN DE LA ETAPA ELIMINATORIA

Para todos los niveles, el sabado 27 de octubre del 2007, de las

10 : 00 a las 13 : 00 hrs., en las sedes donde se inscribio.

9. EXAMEN DE LA ETAPA FINAL

Para todos los niveles, el sibado 24 de noviembre del 2007 de las
10 : 00 alas 14 : 00 hrs., en la Escuela Superior de Fisica y Matematicas
del IPN y sedes alternas.

10. SEDES

Escuela Superior de Fisica y Matematicas del IPN.

Unidad Profesional Adolfo Lopez Mateos del IPN, Edificio 9, Colonia
Zacatenco, C.P. 07738, Depto. de Matematicas, México, D. F.

Tel. 57 29 60 00 ext. 55011 y 55018

Responsables: Pablo Lam Estrada, Hugo Méndez Delgadillo.

Modalidad: Todos los niveles.
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Colegio Panamericano Texcoco, Secundaria y Preparatoria
S. C.

Carr. Molino de Flores, Calle Privada de Crisantemos # 3, Fracc. la
Paz, Texcoco, Edo. de México.

Tel. (01 595) 95 51 385 ext. 104.

Responsable: Fis. Fernando Chévez Ledn.

Modalidad: Secundaria y Medio Superior.

Escuela Preparatoria de Matehuala, Universidad Auténoma
de San Luis Potosi.

Paseo Angel Veral s/n, Colonia Santa Martha, C.P. 78700. Matehuala
San Luis Potosi.

Tel. 01 (488) 88 20106.

Responsable: Fis. Hugo Ariel Nava Sauceda.

Modalidad: Todos los niveles.

Sedes alternas: Rio Verde, San Luis Potosi y Cd. Valles.

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Benemérita Univer-
sidad Auténoma de Puebla.

Edificios 158 y 190 Ciudad Universitaria. Avenida San Claudio y Rio
Verde s/n, Col. Jardines de San Manuel, Puebla, Pue. C.P. 72570
Tel. (222) 2 29 55 00 ext. 7578.

Responsable: Dra. Maria Araceli Judrez Ramirez.

Modalidad: Todos los niveles.

Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas de la Universidad
Auténoma de Nuevo Leédn.

Ciudad Universitaria s/n. Apartado Postal 101-F, San Nicolas de los
Garza NL. C. P. 66450.

Tel (01 81) 83 29 40 30 ext. 6230

Responsable: Alfredo Alanis Duran.

Modalidad: Todos los niveles.
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Facultad de Matematicas, Universidad Veracruzana

Circuito Gonzalo Aguirre Beltrdn s/n. Zona Universitaria, C. P. 91060.
Xalapa, Veracruz, México.

Tel (228) 8 42 17 45, Fax (228) 1 41 10 45

Responsable: Dr. Raquiel R. Lépez Martinez.

Modalidad: Todos los niveles.

Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica de la Universidad
Auténoma de Colima.

Km. 9 carretera Colima a Coquimatlan. Coquimatlan, Colima.
Tel/Fax (316) 316 11 65

Responsable: M. en |. Martin Eliseo Isaias Ramirez.

Modalidad: Todos los niveles.

Universidad Auténoma Benito Juarez de Oaxaca.

Ciudad Universitaria s/n. Av. Universidad. Exhacienda de los cinco
senores Oaxaca, Oax. C. P. 68000. Tel (951) 516 37 10 y 11.
Responsable: José Luis Morales Cuevas.

Modalidad: Todos los niveles.

Sedes alterna: Instituto de Ciencias de la Educacidn.

Instituto Tecnolégico Superior de Teziutlan

Fraccion I y II, Aire Libre, La Mina, Teziutlan, Puebla. C. P. 73960
Tel (01 - 231) 31 - 14 000 ext. 118.

Responsable: Maestro Gustavo Urbano Judrez.

Modalidad: Medio Superior y Superior.

Universidad Auténoma de Aguascalientes
Departamento de Matematicas y Fisica, edificio 26.
Av. Universidad no. 940, Ciudad Universitaria.
C.P. 20100 Aguascalientes, Ags.

Responsable: Prof. Roberto Ku Carrillo.
Modalidad: Medio Superior y Superior.



Universidad de Guadalajara

Avenida Revolucion # 1500, edif. V, Guadalajara Jalisco.

C. P. 44420

Tel (01-33) 36199552

Responsables: Maria Eugenia Guzman Flores, Juan Martin Casillas.

Modalidad: Todos los niveles.

Universidad Valle de Grijalva.

Escuela de Ciencias de la Educacion, Campus Centro, Cerrada Bugam-
bilia # 137, Fracc. Bugambilia, C.P. 29020, Tuxtla Gutierrez, Chiapas.
Tel. 01 961 61 52840 ext. 194.

Responsable: M. en C. Fernando Alfonso Jiménez Méndez.

Modalidad: Todos los niveles.

Grupo Educativo Instituto San Carlos.
Via Morelos No. 182, Colonia Nuevo Laredo.
Ecatepec, Estado de México.

Tel. 57 70 08 24

Responsable: Lic. Guillermina Avila Garcia..

Modalidad: Nivel secundaria.
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Informacién de sedes, guias, cartel y avances del concurso en:

www.esfm.ipn.mx/~fermat

Dudas y comentarios en:

fermat@esfm.ipn.mx

COMITE ORGANIZADOR

Adolfo Escamilla Esquivel
Director ESFM-IPN

Francisco Ramirez Reyes
Jefa del Departamento de Matematicas ESFM-IPN

Abelardo Santaella Quintas

Coordinador General

Pablo Lam Estrada
Hugo Méndez Delgadillo
Adrian Alcantar Torres

Salvador Quintin Flores Garcia
Rubén S. Mancio Toledo

Coordinadores

Abelardo Santaella Quintas
Pablo Lam Estrada
Hugo Méndez Delgadillo

Elaboracion y Revision de Guias

Heriberto Casarrubias Vargas
Jorge Jair Herrera Flores

Apoyo Técnico



11. GANADORES DEL CONCURSO PIERRE FERMAT 2006

Superior

PRIMER LUGAR

David José Fernandez Breton
Escuela Superior de Fisica y Mateméticas

del Instituto Politécnico Nacional

SEGUNDO LUGAR

Cristos Alberto Ruiz Toscano
Facultad de Mateméticas

Universidad de Guanajuato

TERCER LUGAR

José Hernandez Santiago

Universidad Tecnolégica de la Mixteca

Media superior

PRIMER LUGAR

Fernando Campos Garcia
Escuela Nacional Preparatoria Plantel 5
José Vasconcelos, UNAM

SEGUNDO LUGAR

Valente Ramirez Garcia Luna

Instituto Tecnolégico de Estudios Superiores

Monterrey, Campus San Luis Potosi

TERCER LUGAR

Marlors Emilio Espinosa Lara
Escuela Preparatoria No. 7

Universidad de Guadalajara

11

Secundaria

PRIMER LUGAR Arturo Sanchez Gonzalez

TEC 25 (sede BUAP)

SEGUNDO LUGAR | Abraham Jiménez Pacheco

DGB 2 (sede BUAP)

TERCER LUGAR | Isamar Ortiz Herniandez

Instituto Minerva, Perote Veracruz
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12. MENCIONES HONORIFICAS DEL CONCURSO PIERRE FERMAT 2006

Superior

Jonathan Toledo | Escuela Superior de Fisica y Matematicas

Toledo del Instituto Politécnico Nacional

Marco Antonio Facultad de Mateméticas

Figueroa Ibarra Universidad de Guanajuato

Alexandre Ramos | Facultad de Mateméticas

Peén Universidad de Guanajuato
Oscar Montiel Facultad de Ciencias Fisico Mateméticas
Gonzalez Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

Medio superior
Manuel Alejandro | Bachillerato Técnico No. 4
Bustos Manriquez | FIME de la Universidad de Colima
Manuel Alejandro | Bachillerato Técnico No. 4
Abad Najar FIME de la Universidad de Colima
Ariel Chavez Minatitldn, Veracruz
Gonzalez Universidad Valle de Grijalva
Lourdes Cruz Cecyt No. 9 Juan de Dios Bétiz
Gonzalez del Instituto Politécnico Nacional
Jorge Michell Colegio de Bachilleres No. 25
Nunez Reyna del Estado de San Luis Potosi
Secundaria
Erika Beatriz Institucion Educativa Héroes

Ugalde Olivarez | de la Libertad, A. C.




CONCURSO PIERRE FERMAT 2007, GUIA PARA NIVEL
SECUNDARIA

ESCUELA SUPERIOR DE FiSICA Y MATEMATICAS DEL I.P.N.

Problema 1. Considere los siguientes conjuntos: A = {{a}, v},
B =A{a, B, v, 6, ety C ={p, J, e¢}. Calcule los conjuntos B \ C,
A\Cy B\ A.

Problema 2. Considere los siguientes conjuntos:
A={0,1, 2, 3,4,5, 6,7, 8 9}, B={5, 8,9, 10, 11, 12} y
C ={o0, 8, 11, 13, 15}.
Obtenga el conjunto [(ANC)N(CUB)]U (AN B).

Problema 3.  Considere los siguientes conjuntos: A = {{1}, 0, =}
v B ={{1,2}, 0, e, cos(1), 7}. Obtenga el conjunto (A\ B)U(B\ A).

Problema 4. Escriba en notacion conjuntista el conjunto de todos

los ntimeros naturales los cuales al dividirlos entre 4 da como residuo

1.

Problema 5. ;Cuadl es la veracidad del enunciado: “Todos los nime-
ros primos son compuestos o determinan la descomposicion de los ni-

meros enteros’?

Problema 6. De los nimeros —768.9608, —768.961, —768.96007 y
—768.96071, jcudl es el mas grande al nimero —768.96077

13
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Problema 7. Si n,m € N con n < m, pruebe que se cumple la

desigualdad

n + 5m

<n-+m.

Problema 8. ;Cual es la base del sistema de numeraciéon maya?

Problema 9. Convierta el nimero maya

al sistema decimal.

Problema 10. ;Cuadl de las siguientes fracciones

3378 3379 3380 3381
1257 125° 125 ° 125
estd entre los nimeros 27.031 y 27.0337

Problema 11. D¢ la fraccion simplificada que corresponde al ntime-

ro decimal 34.0765.
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Problema 12. Una familia invierte en un banco la cantidad de
$ 25 350.00 a una tasa de 3.5 % anual durante 4.5 meses. Al vencimiento
de éste, se incrementa el capital obtenido (capital més intereses) en 2%
del capital inicial y se invierte el total a una tasa de 3% anual durante

6 meses. ;Cual es el interés obtenido durante los 10.5 meses?

Problema 13. Juan comproé herramienta de carpinteria que requeria
para hacer un mueble para su casa. Al solicitar su factura, Juan ob-
servéd que pagd por la herramienta la cantidad de $ 2 763.89. ; Cuanto

pagd en total si le cobraron el 15 % de impuesto al valor agregado?

Problema 14. Establezca si la siguiente proposiciéon es verdadera o
falsa: “Un nimero natural es divisible entre 42 si es divisible entre 2,

entre 3 y entre 77.

Problema 15. Calcule el méximo comtun divisor de los numeros
1 680, 1 260 y 2 100.

Problema 16. Calcule el minimo comin multiplo de los niimeros
990, 1 320 y 3 630.

Problema 17. En un grupo de alumnos de una secundaria, se rea-
liz6 un examen de matematicas para calificar las habilidades de los mis-
mos. La tercera parte del grupo obtuvo una calificacién menor ¢ igual
a 7; del resto de los alumnos, la mitad obtuvo calificaciéon de 8, y dos
terceras partes de los que quedaron obtuvieron calificacién de 9. Si el

grupo es de 36 alumnos, jcudntos alumnos obtuvieron una calificacién
de 10?7
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Problema 18. Complete la siguiente piramide de nimeros

1
2 2
3 4 3
4 11 10 4
5 37 o1 22 5
6 - - - - 6

Problema 19. Considerando que los meses son de 30 dias, calcule
la suma de los siguientes niimeros denominados es:
12 anos 3 meses 27 dias 13 horas
+ 3 anos 6 meses 13 dias 17 horas

5 anos 2 meses 6 dias 16 horas

Problema 20. La sustraccion de los siguientes niimeros denomina-
dos es:

224° 17 43"

133° 38 57"

Problema 21. Simplifique la fraccion

a?+ a3 —ab®>+a’b— 1> - b3
a2 _ 2 :

Problema 22. Encuentre todas las parejas (z,y) que sean solucién
del sistema de ecuaciones
xy =
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Problema 23. Encuentre la solucion x de la siguiente ecuacién:

Problema 24. Encuentre ntimeros reales a y b tales que las parejas

(1,4) y (=1, —2) pertenezcan a la grafica de la funcién y = az?®+bx +5.

Problema 25. Encuentre los nimeros reales z que satisfagan la

ecuacion

2x(@+1)/2 — 10,

Problema 26. Calcule el area del siguiente cuadrilétero:

93 m

5 m 30 m

120 m

Problema 27. Considere 99 rectangulos como se muestra en la fi-

gura
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A
wl
T*’;H
Wl

Calcule el area total de los rectangulos.

Problema 28. Justifique que la siguiente relacion es cierta:

cos?(25° 36") + sen?(25° 36") = 1.

Problema 29. Considere el tridngulo rectangulo AABC), en el cual
el segmento BP tiene longitud de un tercio de la longitud del segmento
BC. Supéngase que la longitud del segmento AB es de 17 unidades y
que la longitud del segmento AC es de 26 unidades, como se muestra

en la figura
B

17 u

A Q C
26 u

Calcule el area del cuadrilatero (JABPQ).
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Problema 30. Considera el tridngulo rectangulo AABC, con angu-
lo recto en el vértice B. El segmento BO es la altura del tridngulo

AABC, como se muestra en la figura

B

—_— 2Ty ———

Supéngase que la longitud del segmento AO es de 10 unidades y la de
AC es 27 unidades. Calcule la longitud del segmento AB.

Problema 31. ;Cudles pueden ser las dimensiones de los lados de
un tridngulo rectangulo tal que uno de sus angulos 6 satisfaga que
tan(6) = 27

Problema 32. Considere la region limitada por una semicircunfe-
rencia C' de radio 10 unidades y su didmetro; ademés, de la cuerda AB
que forma un dngulo de 30° con respecto al didmetro como se muestra

en la siguiente figura

B

30°

A

10 u

Calcule el area de la region rayada.
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Problema 33. En un bote se tienen 4 monedas de 50 centavos, 6
monedas de 1 peso, 8 monedas de a 2 pesos y 2 monedas de a 5 pesos.
Suponiendo que una persona saca una moneda sin ver el contenido del

bote, contestar las siguientes preguntas:

(a) ;Qué probabilidad se tiene de sacar una moneda de 5 pesos?
.,Cual de sacar una moneda de 50 centavos? ;Cual de sacar una
moneda de a 2 pesos?

(b) {Cuadl es la probabilidad de sacar una moneda de 1 peso o de 2
pesos?

(¢) {Qué probabilidad hay de sacar una moneda de 50 centavos, 1

peso o 2 pesos?

Problema 34. Un depdsito cénico tiene un volumen de 12 m? y una

profundidad de 3 m. ;Cudl es el radio de dicho depdsito?

Dudas, comentarios, sugerencias, correcciones etc., sobre esta guia,

contactar a:

ABELARDO SANTAELLA QUINTAS

fermat@esfm.ipn.mx, aquintas@esfm.ipn.mx



CONCURSO PIERRE FERMAT 2007, GUIA PARA NIVEL SECUNDARIA 21

Notas y Elucubraciones
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Notas y Elucubraciones
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Notas y Elucubraciones
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1. PRESENTACION

Uno de los objetivos fundamentales de la Escuela Superior de
Fisica y Matemaéticas del Instituto Politécnico Nacional, ha sido el de
contribuir a la formacién de profesionistas en Matematicas a nivel de
licenciatura y posgrado, con la finalidad de que puedan ser capaces de
integrarse, al término de sus estudios, a areas diversas como son la in-
vestigacion, el desarrollo tecnolégico y la docencia, entre otras. Todo
esto motiva a la institucién a organizar eventos y actividades condu-
centes a despertar en los estudiantes de los niveles de secundaria, medio
superior y superior el gusto por las Matematicas. Bajo este contexto,
la Escuela Superior de Fisica y Matematicas, se ha dado a la tarea de
organizar el Concurso Nacional de Matematicas Pierre Fermat,
desde el ano 1990.

2. BREVE SEMBLANZA DE PIERRE FERMAT

A principios de siglo XVII nace uno de los genios més singulares
de la historia M. Pierre de Fermat, hijo de burgueses, el 17 de agosto
de 1601 en Beaumont-de-Lomagne. Educado en Orléans y Tolouse es-
tudia, en este ultimo, la carrera de leyes y sus relaciones familiares le
permitieron ocupar puestos como Consejero del Parlamento y Comi-
sionario de la Chambre de Requétes du Paris (1631) y de la Grande
Chambre (1654), cuyos cargos le facilitaron disfrutar de ocio necesario
para elaborar una obra que a mas de cuatrocientos de su nacimiento
hace de su nombre parte de nuestra cultura cientifica y que le han per-
mitido conocerlo generalmente como el padre de la Teoria de Nimeros
Moderna. Gran parte de la inspiracion de Fermat deriva de los trabajos
de Diofanto, fue el primero en descubrir propiedades realmente profun-
das de los niimeros enteros, contribuyé ademas en la construccion de
la geometria analitica, disenando técnicas que serian incorporadas al
naciente calculo infinitesimal. Con Pascal estableci6 las ideas béasicas
de la teoria de la probabilidad, propuso el principio éptico que lleva

su nombre, diseno el método de demostracién del descenso infinito,
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mostrd el potencial de las demostracién por induccion; ademas, pro-
puso lo que por casi cuatro siglos representé el sueno inalcanzable, y
que permitio que gran parte de la Teoria de Niimeros Algebraicos fuera
desarrollada por los intentos de Kummer y sus contemporaneos para
resolver el problema conocido como el Ultimo Teorema de Fermat.

Para muchos de sus contemporaneos, Fermat fue un hombre de
diversos matices. Descartes lo llamé fanfarrén, debido quiza a la im-
posibilidad del primer filésofo de la modernidad de descalificarlo en
cuanto a su inteligencia y vastos conocimientos matematicos. Marin
Mersenne, con quien intercambio correspondencia, se refirié a él como
el muy ilustrado hombre de Toulouse, mientras que Pascal, que poseia
un gran intelecto y un talento inusual para el pensamiento matemati-
co, lo calific6 como el més grande matematico de Europa, lo cual pudo
incomodar a Descartes. Wallis con quien sotuvo una polémica en cuan-
to a la importancia de sus resultados, se referia a él como ese maldito
francés.

La fama de Fermat esta fuertemente vinculada con una nota que
hizo sobre el margen de un ejemplar de la Arithmetica de Diofanto. Este
ejemplar con las anotaciones de Fermat se ha perdido y sélo se conoce
de su existencia por la publicacién de una edicién de la Arithmetica
por Samuel Fermat, su hijo. En esta edicion, el hijo transcribié la nota
de su padre bajo los textos griego y latino de la pregunta 8 del libro 2

de Diofanto, la nota dice textualmente:
OBSERVATIO DOMINI PETRI DE FERMAT

Cubum autem in dous cubos, aut quadrato quadratum in duos quadrato
quadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potesta-
tem in duos eiusdem nominis fas est dividere: cuius rei demostrationem

marabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caparet.

La traducciéon aproximada es:

OBSERVACION DEL SENOR PIERRE DE FERMAT
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Es imposible separar un cubo en dos cubos, o una cuarta potencia en
dos cuartas potencias o, en general, cualquier potencia mayor que la
sequnda en dos potencias similares. He descubierto una demostracion
verdaderamente maravillosa de esto, pero este margen es demasiado

pequeno y no cabe.

En notacién matematica es: si n > 3 es un entero, entonces la
ecuacion " + y" = 2" no tiene soluciones enteras con xyz # 0.

En 1994 el matemaético inglés Andrew Wiles, de la Universidad
de Princeton, logré dar la demostracion, utilizando argumentos que

ciertamente no caben en el margen de cualquier libro.

3. CoNCURSO PIERRE FERMAT 2007

El Concurso Nacional de Matematicas Pierre Fermat,
contempla tres categorias: secundaria, media superior y superior. Tal
concurso se realizard en dos étapas: eliminatoria y final. La primera
consiste de un examen de 25 a 30 preguntas de opcién multiple a re-
solverse en 3 horas. La étapa final consta de un examen escrito de 5
problemas de respuesta abierta (en cada nivel), con un tiempo de 4

horas para su solucion.

4. BASES DEL CONCURSO

Estar inscrito durante el ciclo escolar 2006-2007 en alguna insti-
tucion publica o privada dentro del pais, en el nivel escolar correspon-
diente. No se considera limite de edad, ni semestre ¢ ano en el que se
encuentre inscrito. Se debera presentar comprobante de estudios vigen-

te al momento de registrarse (credencial o constancia).

5. PREMIOS

Diploma de participacion para todos los concursantes y, a su vez,
se premiard cada categoria, quedando a criterio del jurado la posibilidad

de declarar desierta algin lugar de cada categoria. Tenemos ademas un
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total de al menos once menciones honorificas. Los ganadores de cada
categoria obtendran premios en efectivo, medallas, libros, y para los

ganadores de nivel medio superior y superior habra calculadoras.

6. PREMIACION

Se llevara a cabo el dia 7 de diciembre del ano 2007 a las 12 hrs.,
en el Auditorio Dr. Victor Flores Maldonado de la Escuela Superior de

Fisica y Matemaéticas del Instituto Politécnico Nacional.

7. INSCRIPCIONES

La inscripcion no tiene costo y se realizara del 18 de junio al 12
de octubre del 2007, en la sede donde se desee presentar el examen de

la etapa eliminatoria (consultar www.esfm.ipn.mx/~fermat).

8. EXAMEN DE LA ETAPA ELIMINATORIA

Para todos los niveles, el sabado 27 de octubre del 2007, de las

10 : 00 a las 13 : 00 hrs., en las sedes donde se inscribio.

9. EXAMEN DE LA ETAPA FINAL

Para todos los niveles, el sibado 24 de noviembre del 2007 de las
10 : 00 alas 14 : 00 hrs., en la Escuela Superior de Fisica y Matematicas
del IPN y sedes alternas.

10. SEDES

Escuela Superior de Fisica y Matematicas del IPN.

Unidad Profesional Adolfo Lopez Mateos del IPN, Edificio 9, Colonia
Zacatenco, C.P. 07738, Depto. de Matematicas, México, D. F.

Tel. 57 29 60 00 ext. 55011 y 55018

Responsables: Pablo Lam Estrada, Hugo Méndez Delgadillo.

Modalidad: Todos los niveles.
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Colegio Panamericano Texcoco, Secundaria y Preparatoria
S. C.

Carr. Molino de Flores, Calle Privada de Crisantemos # 3, Fracc. la
Paz, Texcoco, Edo. de México.

Tel. (01 595) 95 51 385 ext. 104.

Responsable: Fis. Fernando Chévez Ledn.

Modalidad: Secundaria y Medio Superior.

Escuela Preparatoria de Matehuala, Universidad Auténoma
de San Luis Potosi.

Paseo Angel Veral s/n, Colonia Santa Martha, C.P. 78700. Matehuala
San Luis Potosi.

Tel. 01 (488) 88 20106.

Responsable: Fis. Hugo Ariel Nava Sauceda.

Modalidad: Todos los niveles.

Sedes alternas: Rio Verde, San Luis Potosi y Cd. Valles.

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Benemérita Univer-
sidad Auténoma de Puebla.

Edificios 158 y 190 Ciudad Universitaria. Avenida San Claudio y Rio
Verde s/n, Col. Jardines de San Manuel, Puebla, Pue. C.P. 72570
Tel. (222) 2 29 55 00 ext. 7578.

Responsable: Dra. Maria Araceli Judrez Ramirez.

Modalidad: Todos los niveles.

Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas de la Universidad
Auténoma de Nuevo Leédn.

Ciudad Universitaria s/n. Apartado Postal 101-F, San Nicolas de los
Garza NL. C. P. 66450.

Tel (01 81) 83 29 40 30 ext. 6230

Responsable: Alfredo Alanis Duran.

Modalidad: Todos los niveles.
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Facultad de Matematicas, Universidad Veracruzana

Circuito Gonzalo Aguirre Beltrdn s/n. Zona Universitaria, C. P. 91060.
Xalapa, Veracruz, México.

Tel (228) 8 42 17 45, Fax (228) 1 41 10 45

Responsable: Dr. Raquiel R. Lépez Martinez.

Modalidad: Todos los niveles.

Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica de la Universidad
Auténoma de Colima.

Km. 9 carretera Colima a Coquimatlan. Coquimatlan, Colima.
Tel/Fax (316) 316 11 65

Responsable: M. en |. Martin Eliseo Isaias Ramirez.

Modalidad: Todos los niveles.

Universidad Auténoma Benito Juarez de Oaxaca.

Ciudad Universitaria s/n. Av. Universidad. Exhacienda de los cinco
senores Oaxaca, Oax. C. P. 68000. Tel (951) 516 37 10 y 11.
Responsable: José Luis Morales Cuevas.

Modalidad: Todos los niveles.

Sedes alterna: Instituto de Ciencias de la Educacidn.

Instituto Tecnolégico Superior de Teziutlan

Fraccion I y II, Aire Libre, La Mina, Teziutlan, Puebla. C. P. 73960
Tel (01 - 231) 31 - 14 000 ext. 118.

Responsable: Maestro Gustavo Urbano Judrez.

Modalidad: Medio Superior y Superior.

Universidad Auténoma de Aguascalientes
Departamento de Matematicas y Fisica, edificio 26.
Av. Universidad no. 940, Ciudad Universitaria.
C.P. 20100 Aguascalientes, Ags.

Responsable: Prof. Roberto Ku Carrillo.
Modalidad: Medio Superior y Superior.



Universidad de Guadalajara

Avenida Revolucion # 1500, edif. V, Guadalajara Jalisco.

C. P. 44420

Tel (01-33) 36199552

Responsables: Maria Eugenia Guzman Flores, Juan Martin Casillas.

Modalidad: Todos los niveles.

Universidad Valle de Grijalva.

Escuela de Ciencias de la Educacion, Campus Centro, Cerrada Bugam-
bilia # 137, Fracc. Bugambilia, C.P. 29020, Tuxtla Gutierrez, Chiapas.
Tel. 01 961 61 52840 ext. 194.

Responsable: M. en C. Fernando Alfonso Jiménez Méndez.

Modalidad: Todos los niveles.

Grupo Educativo Instituto San Carlos.
Via Morelos No. 182, Colonia Nuevo Laredo.
Ecatepec, Estado de México.

Tel. 57 70 08 24

Responsable: Lic. Guillermina Avila Garcia..

Modalidad: Nivel secundaria.
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Informacién de sedes, guias, cartel y avances del concurso en:

www.esfm.ipn.mx/~fermat

Dudas y comentarios en:

fermat@esfm.ipn.mx

COMITE ORGANIZADOR

Adolfo Escamilla Esquivel
Director ESFM-IPN

Francisco Ramirez Reyes
Jefa del Departamento de Matematicas ESFM-IPN

Abelardo Santaella Quintas

Coordinador General

Pablo Lam Estrada
Hugo Méndez Delgadillo
Adrian Alcantar Torres

Salvador Quintin Flores Garcia
Rubén S. Mancio Toledo

Coordinadores

Abelardo Santaella Quintas
Pablo Lam Estrada
Hugo Méndez Delgadillo

Elaboracion y Revision de Guias

Heriberto Casarrubias Vargas
Jorge Jair Herrera Flores

Apoyo Técnico



11. GANADORES DEL CONCURSO PIERRE FERMAT 2006

Superior

PRIMER LUGAR

David José Fernandez Breton
Escuela Superior de Fisica y Mateméticas

del Instituto Politécnico Nacional

SEGUNDO LUGAR

Cristos Alberto Ruiz Toscano
Facultad de Mateméticas

Universidad de Guanajuato

TERCER LUGAR

José Hernandez Santiago

Universidad Tecnolégica de la Mixteca

Media superior

PRIMER LUGAR

Fernando Campos Garcia
Escuela Nacional Preparatoria Plantel 5
José Vasconcelos, UNAM

SEGUNDO LUGAR

Valente Ramirez Garcia Luna

Instituto Tecnolégico de Estudios Superiores

Monterrey, Campus San Luis Potosi

TERCER LUGAR

Marlors Emilio Espinosa Lara
Escuela Preparatoria No. 7

Universidad de Guadalajara

11

Secundaria

PRIMER LUGAR Arturo Sanchez Gonzalez

TEC 25 (sede BUAP)

SEGUNDO LUGAR | Abraham Jiménez Pacheco

DGB 2 (sede BUAP)

TERCER LUGAR | Isamar Ortiz Herniandez

Instituto Minerva, Perote Veracruz
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12. MENCIONES HONORIFICAS DEL CONCURSO PIERRE FERMAT 2006

Superior

Jonathan Toledo | Escuela Superior de Fisica y Matematicas

Toledo del Instituto Politécnico Nacional

Marco Antonio Facultad de Mateméticas

Figueroa Ibarra Universidad de Guanajuato

Alexandre Ramos | Facultad de Mateméticas

Peén Universidad de Guanajuato
Oscar Montiel Facultad de Ciencias Fisico Mateméticas
Gonzalez Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

Medio superior
Manuel Alejandro | Bachillerato Técnico No. 4
Bustos Manriquez | FIME de la Universidad de Colima
Manuel Alejandro | Bachillerato Técnico No. 4
Abad Najar FIME de la Universidad de Colima
Ariel Chavez Minatitldn, Veracruz
Gonzalez Universidad Valle de Grijalva
Lourdes Cruz Cecyt No. 9 Juan de Dios Bétiz
Gonzalez del Instituto Politécnico Nacional
Jorge Michell Colegio de Bachilleres No. 25
Nunez Reyna del Estado de San Luis Potosi
Secundaria
Erika Beatriz Institucion Educativa Héroes

Ugalde Olivarez | de la Libertad, A. C.
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Problema 1. La diferencia entre el perimetro y el area de un cuadra-
do expresado en unidades convenientes es 12, siendo el area el nimero

menor. Hallar la longitud del lado del cuadrado.

Problema 2. Una sala tiene tres metros mas de larga que de ancha.
Si su longitud fuera tres metros mayor de lo que es y la anchura fuera
de dos metros menos, la superficie del piso seria la misma. Hallar las

dimensiones de la sala.

Problema 3. En el cuadrado, PQ es paralelo a AB. Si AB = 10
cm, DB =10v/2 cm y DP = 3 cm, { cudl es la longitud de DQ ?

D C
Pl NQ
A B

Problema 4. Resolver las siguientes ecuaciones:

a

a) ba:—l

=,

b)  Silog(z?y?) = a, y log o b, hallar logz v logy.
Yy

b
c) Sia* b = ¢**° demostrar que xlog —) =loga.
a

d)  (a*—2a*0* + M) = (a — b)*(a + b) 2.
13
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Problema 5. Un depdsito se puede llenar en 33% minutos con dos
fuentes al mismo tiempo. La menor de las fuentes aisladamente tarda
15 minutos mas que la mayor en llenar el depdsito. ; Cuanto tiempo

tardaria cada una de las fuentes en llenar el depdsito 7

Problema 6. Considere las ciudades A y B separadas por 300 ki-
lémetros. Dos trenes parten al mismo tiempo de cada una de las dos

estaciones de A y B en direcciones hacia B y A respectivamente.

punto de cruce

Ad—* o
tren tren

Después de haberse cruzado, el tren que salio de A tarda 9 horas en
llegar a By el tren de B, cuatro horas en llegar a A. Hallar la velocidad

de cada uno de los trenes.

Problema 7. La suma del volumen de un cubo y el perimetro de
una de sus caras, menos el area total del cubo, es igual a la longitud

de una arista mas 18. Hallar la arista del cubo.

Problema 8. Sea A= (z—1)*+4(x—1)3+6(x—1)>+4(x—1)+1,

entonces A es igual a:
a) (z—1)? b) x4 c) (z+1)* d) 2t +1

Problema 9. ; Cuél es el dltimo digito de 213773 ?
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Problema 10. Las medianas AG y BH de un triangulo con lados
desiguales, tienen longitudes de 3 y 6 cm respectivamente, el adrea del
tridngulo es 3v/5 cm?. ; Cudl es la longitud de la tercer mediana ? La

siguiente figura contiene una sugerencia para la solucion.

C
0 G
x
A F B
T
D

Problema 11. Considere el triangulo isésceles ABC' con base AC'.
Los puntos Py ) se localizan en CB y AB respectivamente, se satisface
ademas que AC' = AP = P = ()B. ; Cual es la medida en grados
del angulo B ?

Problema 12. Un poligono regular de n lados esta inscrito en un
circulo de radio r. El drea del poligono es 3r2. j Cudl es el ntimero de

lados del poligono ?

Problema 13. Considere la siguiente figura del tridngulo ABC,

C

A o) B

. ch 3 AE 3
donde se satisface que B-1YEB 3o Sea r = 2o donde P es

el punto de interseccién de C'E' y AD. Calcule r.
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Problema 14. Considere la siguiente figura,

F

A B

donde ABCD es un paralelogramo, F' es un punto localizado en la pro-
longacion del lado AD de paralelogramo y BF' intersecta a la diagonal
AC en el punto E. Si EF = 32 y GF = 24, hallar BE.

Problema 15. Si x e y son ambos enteros, ; tiene solucién la ecua-

cién (x — 8)(x — 10) = 2¥ ? Es caso afirmativo, hallar las soluciones.

Problema 16. Emplea una rotacién de ejes, para eliminar el térmi-

no zy en cada una de las ecuaciones siguientes:

a) 42’ —12xy + 9y? — 813z — 1413y + 117 =0
b)  4x? + 16zy — 8y> + 4vVBx +8V5by — 1 =0

., Qué conica representa cada ecuacion 7

Problema 17.  Las raices de la ecuacién az? +bx +c=0sonpy q.
La ecuacién cuyas raices son ap + by aq + b es:
a) 22 —br —ac =0
b) ? + 3bx +ca +2b> =0
d) 22 —bx+ac=0
) 2%+ 3bx —ca+20* =0
c) 2 +b(2—a)z+a*c+b?(a+1)=0

(S

Problema 18. , Cuadl es el nimero de términos que hay en la ex-

presién (z +y + 2z +w +v)'1 ?
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Problema 19. Sin aplicar célculo diferencial, halle el valor minimo
de la expresion /x2 4 y? si bxr + 12y = 0.

Problema 20. Proporcione un argumento combinatorio para mos-
n!
trar que si n y k son enteros positivos con n = 3k, entonces W es
un entero.
1
Problema 21. Sixp, = xp + 5 parak=1,2,....n—1yx; =1,

calcular x1 + x5 + -+ + z,,.

Problema 22. Hallar la solucién para cada uno de sistemas

2> —ay+y?=3 224yt —r—y=2

2?2+ 22y —y? =1 © ry+r+y=>5
b) P rry+yt =7 0 22 +y? -2 — 2y =14

22 —ay —y? =11 zy+r+y+5=0

y comprobar los resultados graficamente.

Problema 23. El nimero de soluciones de la ecuacién 22 —32Y = 55,

donde z e y son enteros es:

a) cero d) tres
b) una e) mas de tres, pero finito
c¢) dos f) una infinidad

Problema 24. Si z es nimero que satisface la ecuacién

Vo+9—vr—9=3,

entonces x? esta entre:
a) 55y 65 b) 65y 75 c) 75y 85

Problema 25. Las apuestas en contra de que A resuelva un cierto
problema son 4 a 3, y las apuestas en favor de B para resolver el mismo
problema son 7 a 5. ; Cudl es la probabilidad de que el problema quede

resuelto si ambos tratan de resolverlo ?
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Problema 26. ; Cuantos cuadrados en total existen en un tablero

de ajedrez y en general en un tablero de n xn 7

Problema 27. Racionalizar los denominadores de las siguientes

fracciones:

a) 1 V10 +v5 -3
1+V2— 3 ) BV
V2 Q) 1
V2+V3-15 Va+vb+va+b

b)

Problema 28. En la figura, la tangente T'P tiene una longitud de
3 centimetros. El diametro T'R se extiende 1 cm hacia el punto Q). La

tangente QS se extiende y llega hasta el punto P. Calcula el radio del

circulo.
T 3 P
S
R
1
Q

Problema 29. En 4lgebra elemental se da la regla para hallar las
raiz cuadrada de una expresion binomial de radicales cuadraticos. Po-
demos a veces extraer la raiz cuadrada de una expresion que contenga
més de dos radicales cuadréticos, tal como a 4+ vb + v/c + Vd.

Supongamos que

\/a+\/5+\/5+\/3=\/5+\/§+\/2;

entonces,

a+Vo+ e+ Vd=x+4y+z+ 2Ty + 2v/x2 + 2\/17;
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si hacemos ahora

275 = Vb, 2z = Ve, 27 = Vi,

y si, al mismo tiempo, los valores de x, y, z asi encontradas satisfacen la
ecuacion x+y-+z = a, entonces habremos encontrado la raiz requerida.
Aplicar el porcedimiento anterior para obtener la raiz cuadrada

de cada una de las siguientes expresiones:

a) 16 —2v/20 — 2v/28 +2+/35. c) 24+4/15 — 44/21 — 24/35.
b) 6+ V12 — V24 — /8. a) 5 —+/10 — V15 + /6.

Problema 30. Los primeros problemas sobre decantar liquido de
un vaso a otros fueron propuestos por Niccola Fontana, conocido como
Tartaglia (1500 — 1559). Uno de sus problemas consistia en dividir 24
onzas de un balsamo en tres partes iguales, teniendo inicamente frascos
con capacidad para 5,11, 13 onzas respectivamente.

Para resolver este tipo de problemas no es valido aproximar o
medir ni marcar un resultado de medicion, sino solo proceden los tras-
vases de un recipiente a otro. Se trata ademads de resolver este tipo de
problemas en el menor nimero de movimientos posibles. Por otra parte,
si existen varias soluciones, optimizar, es decir, en este caso encontrar
la solucién en la que el total del liquido trasvasado sea minimo.

Resolver los siguientes problemas:

a) Dos amigos poseen una jarra de vino de ocho litros, y desean
repartirsela equitativamente. Para la operacién disponen de dos
vasos vacios, uno con capacidad de cinco litros y otro con capa-
cidad de tres. ; Cual seria la solucién 6ptima ?

b) Considere el problema anterior pero para una barril de vino
de 12 litros y poseen 2 barriles vacios uno de 7 y otro de 5
litros respectivamente. El rompecabezas particular consiste en
dividir el vino en dos partes iguales de seis litros cada una, y
en general en descubrir un procedimiento que permita dados un

barril lleno con capacidad 4n y dos barriles vacios con capacidad
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2n + 1y 2n — 1, descubrir las operaciones que se deben seguir
para trasvasar el contenido del barril lleno, de tal forma que se
pueda dividir en dos partes iguales con capacidad de 2n cada
una.

.. Podriamos encontrar un procedimiento que proporcione la
solucién optima sea cual fuere el valor de n ?

Dos aviadores que aterrizaron en un desierto desean dividir el
contenido de una jarra de nueve litros de cerveza en tres partes
iguales, contando con tarros de cinco, cuatro y dos litros.
Cual es la secuencia 6ptima de trasvases que deben seguirse
para obtener el menor niimero posible de movimientos ?

El problema original de Tartaglia. Tartaglia fue uno de
los grandes matematicos de su siglo. Su sobrenombre significa
“el tartamudo”. Explico su ciencia favorita en Verona, Vicenza,
Brescia y Venecia. Se encontraba en esta ultima ciudad cuan-
do en 1535 del Fiore le propuso una especie de duelo cientifico
que ¢l aceptd y en el cual resolvié todas las cuestiones que le
presento su contrincante. Fue uno de los primeros que logro re-
solver las ecuaciones de tercer grado y aplicar las matematicas
a la artilleria.

El primer rompecabezas impreso relacionado con trasvases
de liquido de un vaso a otros fue propuesto por Tartaglia en su
obra Questi et invenzioni diverse. He aqui su versién: Dividir el
contenido de una jarra de 24 litros en partes iguales, contando
solamente con jarras de capacidades 5,11, 13 litros respectiva-

mente. Encontremos una solucién 6ptima.

Problema 31. De una baraja de 52 cartas se sacan dos al azar.

Hallar la probabilidad de que una de ellas sea una sota y la otra un

rey.

Problema 32. Comparar las probabilidades de obtener un 4 con un

dado, 8 con dos dados y 12 con tres dados.
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Problema 33. Debe ocurrir uno de dos acontecimientos: si la pro-
babilidad de que uno es dos tercios de la del otro, hallese cémo se

puntuarian las apuestas en favor del otro.

Problema 34. Sise multiplican 4 nimeros enteros tomados al azar,
demostrar que la probabilidad de que el iltimo digito del producto sea

16
1,3,769es —.
3, T69es o

Problema 35. Las puntuaciones para que un libro sea favorable-
mente calificado por tres criticos independientes son 5 a 2, 4 a 3, 3 a 4,
respectivamente. ; Cudl es la probabilidad para que de las tres criticas

una mayoria sea favorable ?

Problema 36. Hay 4 monedas rojas y 3 monedas azules colocadas al
azar en linea recta. Demostrar que la probabilidad de que las monedas
extremas sean ambas azules es = Generalizar este resultado en el caso

de m monedas rojas y n monedas azules.

Problema 37. Cuatro personas sacan una carta cada una de una

baraja ordinaria. Hallar la probabilidad:

a) de que cada carta sea de cada palo;

b) de que no haya dos cartas del mismo valor.

Problema 38. Un asunto fue sometido a votacién de 600 personas y
se perdid; habiedo votado de nuevo las mismas personas sobre el mismo
asunto, fue ganado el caso por el doble de votos por el que habia sido
perdido, y la nueva mayoria fue con respecto a la anterior como 8 a 7.

;. Cuantas personas cambiarén de opinién ?

Problema 39. Un tren, una hora después de partir sufre un acci-
dente que lo detiene una hora, después de la cual prosigue su camino
a tres quintos de su velocidad anterior y llega a su destino tres horas
después de tiempo; pero si el accidente hubiera ocurrido 50 kilometros
mas adelante, habria llegado solamente con hora y media de retraso.

Hallar la longitud del recorrido.
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Problema 40. Si+/a—x+ Vb — 2+ /c—x =0, demostrar que
(a+b+c+3zx)(a+b+c—x)=4(bc+ ca+ ab);
y si ¢/a+ Vb + ¢/c =0, demostrar que (a + b+ ¢)* = 27abc.

Problema 41. Hallar dos nimeros tales que su suma multiplicada
por la suma de sus cuadrados sea 5500, y su diferencia multiplicada

por la diferencia de sus cuadrados sea 352.

2ab
Problema 42. Siz = (%) o , demuestre que

ab “ b a git;i
2 1 02 (v +at) = (Z) :

Problema 43. Resolver la ecuacion

T —a x—b_ b a

= 4 .
b a r—a x—0>b
Problema 44. Si a > b, demostrar que a®b® > a’0® y

b 1+0
In— <In .
a +a

Problema 45. Demostrar que

a) (z+y+2)°>21(y+z—a)z+z—y)lz+y—2),
b) xyz>y+z—x)(z+x—y)(x+y—2).

Problema 46. Aplicando determinantes, resolver los siguientes sis-
temas de ecuaciones
a)

xcosa —ysenq = cos 3

rsena + ycos 3 = sen 3
rtana +y = sen(a + ()

b)
x —ytana = cos(a + f3)

T
donde a # — + km (k es un nimero entero).
Problema 47. Los gastos de una excursién de 43 personas fueron

$229.00; si los hombres pagarén 10 pesos cada uno, las damas 5 pesos

y los ninos 2 pesos, j cuantos fueron de cada clase ?
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Problema 48. Hallar los limites de las siguientes expresiones

a)

b)

)

a® — b*
lim
x—0 X

I et —e "
im ———
z—0 In(1 + )

eme _ oma

lim
z—a T —a

it VI —+V2a++Vx—2a
im
z—2a 2 — 4q2
. In(1+2? +2%)
lim
=0 3x%(1 — 2z2)
i l—z+Inx
m—
=11 —/2x — 22
. (a2 o :U2)1/2 + (a _ :17)3/2
i—a (a3 — 23)1/2 + (a — )12

) [<n+1>” n—l—l}_"
lim —
n—oo n n
lim nln——
n— o0 1 n

n
, a-+zx
lim ¢
z—0 a—2x

Problema 49. Calcular los siguientes determinantes

a)

cosa senacos[ senasen 3
—sena cosacos3 cosasenf
0 —senf3 cos 3
sena cosa 1
sen3 cosf 1
seny senvy 1
a+ z x
r b+x =z

x T c+x

23



24 ESCUELA SUPERIOR DE FISICA Y MATEMATICAS DEL I.P.N.

Problema 50. La teoria pitagérica para transformar un area de
una forma rectilinea a otra forma rectilinea es importante en el algebra
geométrica griega. La solucion pitagorica del problema basico de cons-
truir un cuadrado de igual area que un poligono dado puede encontrarse
en las porposiciones 42, 44, 45 del libro [ y la proposicién 14 del libro 11
de los Elementos de Euclides. Una soluciéon mas simple, probablemen-
te conocida también por los pitagoricos, es la siguiente: Considere un
poligono cualquiera ABC'D - -- con un vértice B saliente, consideremos

la siguiente figura

Trace BR paralela a AC que corte a DC' en R. Entonces, como los
triangulos ABC' y ARC' tienen una base comin AC' y alturas iguales
sobre su base comiun, estos tridgulos tienen areas iguales. Se deduce
que los poligonos ABCD --- y ARD --- tienen &areas iguales. Pero el
poligono derivado tiene un lado menos que el poligono dado. Por una
repeticion de este procedimiento finalmente obtenemos un triangulo
que tiene la misma area que el poligono dado. Ahora bien, si b es un lado

del tridngulo y h la altura correspondiente a b, el lado de un cuadrado

/bh
equivalente estd dado por = esto es la media proporcional entre b

h . . .
Y3 Como esta media proporcional se construye facilmente con regla y
compas, todo el problema puede llevarse al cabo con estas herramientas.
Muchos problemas interesantes sobre areas pueden resolverse por

el procedimiento simple anterior de trazar rectas paralelas.
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a) Trace un hexdgono irregular y luego constriiyase, con regla y
compas, un cuadrado que tenga la misma area.

b) Con regla y compés dividase un cuadrilatero ABCD en tres
partes equivalente por rectas trazadas de modo que pasen por
el vérice A.

c¢) Biséctese un trapecio por una recta trazada desde un punto P
de la base menor.

d) Transférmese el triangulo ABC' de modo que el dngulo A no se
altere, pero el lado opuesto al angulo A sea paralelo a la recta
dada M N.

e) Transférmese un tridngulo dado en uno iséceles, dado el angulo

del vértice.

Dudas, comentarios, sugerencias, correcciones etc., sobre esta guia,

contactar a:

ABELARDO SANTAELLA QUINTAS

fermat@esfm.ipn.mx, aquintas@esfm.ipn.mx
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Notas y Elucubraciones
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1. PRESENTACION

Uno de los objetivos fundamentales de la Escuela Superior de
Fisica y Matemaéticas del Instituto Politécnico Nacional, ha sido el de
contribuir a la formacién de profesionistas en Matematicas a nivel de
licenciatura y posgrado, con la finalidad de que puedan ser capaces de
integrarse, al término de sus estudios, a areas diversas como son la in-
vestigacion, el desarrollo tecnolégico y la docencia, entre otras. Todo
esto motiva a la institucién a organizar eventos y actividades condu-
centes a despertar en los estudiantes de los niveles de secundaria, medio
superior y superior el gusto por las Matematicas. Bajo este contexto,
la Escuela Superior de Fisica y Matematicas, se ha dado a la tarea de
organizar el Concurso Nacional de Matematicas Pierre Fermat,
desde el ano 1990.

2. BREVE SEMBLANZA DE PIERRE FERMAT

A principios de siglo XVII nace uno de los genios més singulares
de la historia M. Pierre de Fermat, hijo de burgueses, el 17 de agosto
de 1601 en Beaumont-de-Lomagne. Educado en Orléans y Tolouse es-
tudia, en este ultimo, la carrera de leyes y sus relaciones familiares le
permitieron ocupar puestos como Consejero del Parlamento y Comi-
sionario de la Chambre de Requétes du Paris (1631) y de la Grande
Chambre (1654), cuyos cargos le facilitaron disfrutar de ocio necesario
para elaborar una obra que a mas de cuatrocientos de su nacimiento
hace de su nombre parte de nuestra cultura cientifica y que le han per-
mitido conocerlo generalmente como el padre de la Teoria de Nimeros
Moderna. Gran parte de la inspiracion de Fermat deriva de los trabajos
de Diofanto, fue el primero en descubrir propiedades realmente profun-
das de los niimeros enteros, contribuyé ademas en la construccion de
la geometria analitica, disenando técnicas que serian incorporadas al
naciente calculo infinitesimal. Con Pascal estableci6 las ideas béasicas
de la teoria de la probabilidad, propuso el principio éptico que lleva

su nombre, diseno el método de demostracién del descenso infinito,
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mostrd el potencial de las demostracién por induccion; ademas, pro-
puso lo que por casi cuatro siglos representé el sueno inalcanzable, y
que permitio que gran parte de la Teoria de Niimeros Algebraicos fuera
desarrollada por los intentos de Kummer y sus contemporaneos para
resolver el problema conocido como el Ultimo Teorema de Fermat.

Para muchos de sus contemporaneos, Fermat fue un hombre de
diversos matices. Descartes lo llamé fanfarrén, debido quiza a la im-
posibilidad del primer filésofo de la modernidad de descalificarlo en
cuanto a su inteligencia y vastos conocimientos matematicos. Marin
Mersenne, con quien intercambio correspondencia, se refirié a él como
el muy ilustrado hombre de Toulouse, mientras que Pascal, que poseia
un gran intelecto y un talento inusual para el pensamiento matemati-
co, lo calific6 como el més grande matematico de Europa, lo cual pudo
incomodar a Descartes. Wallis con quien sotuvo una polémica en cuan-
to a la importancia de sus resultados, se referia a él como ese maldito
francés.

La fama de Fermat esta fuertemente vinculada con una nota que
hizo sobre el margen de un ejemplar de la Arithmetica de Diofanto. Este
ejemplar con las anotaciones de Fermat se ha perdido y sélo se conoce
de su existencia por la publicacién de una edicién de la Arithmetica
por Samuel Fermat, su hijo. En esta edicion, el hijo transcribié la nota
de su padre bajo los textos griego y latino de la pregunta 8 del libro 2

de Diofanto, la nota dice textualmente:
OBSERVATIO DOMINI PETRI DE FERMAT

Cubum autem in dous cubos, aut quadrato quadratum in duos quadrato
quadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potesta-
tem in duos eiusdem nominis fas est dividere: cuius rei demostrationem

marabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caparet.

La traducciéon aproximada es:

OBSERVACION DEL SENOR PIERRE DE FERMAT
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Es imposible separar un cubo en dos cubos, o una cuarta potencia en
dos cuartas potencias o, en general, cualquier potencia mayor que la
sequnda en dos potencias similares. He descubierto una demostracion
verdaderamente maravillosa de esto, pero este margen es demasiado

pequeno y no cabe.

En notacién matematica es: si n > 3 es un entero, entonces la
ecuacion " + y" = 2" no tiene soluciones enteras con xyz # 0.

En 1994 el matemaético inglés Andrew Wiles, de la Universidad
de Princeton, logré dar la demostracion, utilizando argumentos que

ciertamente no caben en el margen de cualquier libro.

3. CoNCURSO PIERRE FERMAT 2007

El Concurso Nacional de Matematicas Pierre Fermat,
contempla tres categorias: secundaria, media superior y superior. Tal
concurso se realizard en dos étapas: eliminatoria y final. La primera
consiste de un examen de 25 a 30 preguntas de opcién multiple a re-
solverse en 3 horas. La étapa final consta de un examen escrito de 5
problemas de respuesta abierta (en cada nivel), con un tiempo de 4

horas para su solucion.

4. BASES DEL CONCURSO

Estar inscrito durante el ciclo escolar 2006-2007 en alguna insti-
tucion publica o privada dentro del pais, en el nivel escolar correspon-
diente. No se considera limite de edad, ni semestre ¢ ano en el que se
encuentre inscrito. Se debera presentar comprobante de estudios vigen-

te al momento de registrarse (credencial o constancia).

5. PREMIOS

Diploma de participacion para todos los concursantes y, a su vez,
se premiard cada categoria, quedando a criterio del jurado la posibilidad

de declarar desierta algin lugar de cada categoria. Tenemos ademas un
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total de al menos once menciones honorificas. Los ganadores de cada
categoria obtendran premios en efectivo, medallas, libros, y para los

ganadores de nivel medio superior y superior habra calculadoras.

6. PREMIACION

Se llevara a cabo el dia 7 de diciembre del ano 2007 a las 12 hrs.,
en el Auditorio Dr. Victor Flores Maldonado de la Escuela Superior de

Fisica y Matemaéticas del Instituto Politécnico Nacional.

7. INSCRIPCIONES

La inscripcion no tiene costo y se realizara del 18 de junio al 12
de octubre del 2007, en la sede donde se desee presentar el examen de

la etapa eliminatoria (consultar www.esfm.ipn.mx/~fermat).

8. EXAMEN DE LA ETAPA ELIMINATORIA

Para todos los niveles, el sabado 27 de octubre del 2007, de las

10 : 00 a las 13 : 00 hrs., en las sedes donde se inscribio.

9. EXAMEN DE LA ETAPA FINAL

Para todos los niveles, el sibado 24 de noviembre del 2007 de las
10 : 00 alas 14 : 00 hrs., en la Escuela Superior de Fisica y Matematicas
del IPN y sedes alternas.

10. SEDES

Escuela Superior de Fisica y Matematicas del IPN.

Unidad Profesional Adolfo Lopez Mateos del IPN, Edificio 9, Colonia
Zacatenco, C.P. 07738, Depto. de Matematicas, México, D. F.

Tel. 57 29 60 00 ext. 55011 y 55018

Responsables: Pablo Lam Estrada, Hugo Méndez Delgadillo.

Modalidad: Todos los niveles.
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Colegio Panamericano Texcoco, Secundaria y Preparatoria
S. C.

Carr. Molino de Flores, Calle Privada de Crisantemos # 3, Fracc. la
Paz, Texcoco, Edo. de México.

Tel. (01 595) 95 51 385 ext. 104.

Responsable: Fis. Fernando Chévez Ledn.

Modalidad: Secundaria y Medio Superior.

Escuela Preparatoria de Matehuala, Universidad Auténoma
de San Luis Potosi.

Paseo Angel Veral s/n, Colonia Santa Martha, C.P. 78700. Matehuala
San Luis Potosi.

Tel. 01 (488) 88 20106.

Responsable: Fis. Hugo Ariel Nava Sauceda.

Modalidad: Todos los niveles.

Sedes alternas: Rio Verde, San Luis Potosi y Cd. Valles.

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Benemérita Univer-
sidad Auténoma de Puebla.

Edificios 158 y 190 Ciudad Universitaria. Avenida San Claudio y Rio
Verde s/n, Col. Jardines de San Manuel, Puebla, Pue. C.P. 72570
Tel. (222) 2 29 55 00 ext. 7578.

Responsable: Dra. Maria Araceli Judrez Ramirez.

Modalidad: Todos los niveles.

Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas de la Universidad
Auténoma de Nuevo Leédn.

Ciudad Universitaria s/n. Apartado Postal 101-F, San Nicolas de los
Garza NL. C. P. 66450.

Tel (01 81) 83 29 40 30 ext. 6230

Responsable: Alfredo Alanis Duran.

Modalidad: Todos los niveles.
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Facultad de Matematicas, Universidad Veracruzana

Circuito Gonzalo Aguirre Beltrdn s/n. Zona Universitaria, C. P. 91060.
Xalapa, Veracruz, México.

Tel (228) 8 42 17 45, Fax (228) 1 41 10 45

Responsable: Dr. Raquiel R. Lépez Martinez.

Modalidad: Todos los niveles.

Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica de la Universidad
Auténoma de Colima.

Km. 9 carretera Colima a Coquimatlan. Coquimatlan, Colima.
Tel/Fax (316) 316 11 65

Responsable: M. en |. Martin Eliseo Isaias Ramirez.

Modalidad: Todos los niveles.

Universidad Auténoma Benito Juarez de Oaxaca.

Ciudad Universitaria s/n. Av. Universidad. Exhacienda de los cinco
senores Oaxaca, Oax. C. P. 68000. Tel (951) 516 37 10 y 11.
Responsable: José Luis Morales Cuevas.

Modalidad: Todos los niveles.

Sedes alterna: Instituto de Ciencias de la Educacidn.

Instituto Tecnolégico Superior de Teziutlan

Fraccion I y II, Aire Libre, La Mina, Teziutlan, Puebla. C. P. 73960
Tel (01 - 231) 31 - 14 000 ext. 118.

Responsable: Maestro Gustavo Urbano Judrez.

Modalidad: Medio Superior y Superior.

Universidad Auténoma de Aguascalientes
Departamento de Matematicas y Fisica, edificio 26.
Av. Universidad no. 940, Ciudad Universitaria.
C.P. 20100 Aguascalientes, Ags.

Responsable: Prof. Roberto Ku Carrillo.
Modalidad: Medio Superior y Superior.



Universidad de Guadalajara

Avenida Revolucion # 1500, edif. V, Guadalajara Jalisco.

C. P. 44420

Tel (01-33) 36199552

Responsables: Maria Eugenia Guzman Flores, Juan Martin Casillas.

Modalidad: Todos los niveles.

Universidad Valle de Grijalva.

Escuela de Ciencias de la Educacion, Campus Centro, Cerrada Bugam-
bilia # 137, Fracc. Bugambilia, C.P. 29020, Tuxtla Gutierrez, Chiapas.
Tel. 01 961 61 52840 ext. 194.

Responsable: M. en C. Fernando Alfonso Jiménez Méndez.

Modalidad: Todos los niveles.

Grupo Educativo Instituto San Carlos.
Via Morelos No. 182, Colonia Nuevo Laredo.
Ecatepec, Estado de México.

Tel. 57 70 08 24

Responsable: Lic. Guillermina Avila Garcia..

Modalidad: Nivel secundaria.
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Informacién de sedes, guias, cartel y avances del concurso en:

www.esfm.ipn.mx/~fermat

Dudas y comentarios en:

fermat@esfm.ipn.mx

COMITE ORGANIZADOR

Adolfo Escamilla Esquivel
Director ESFM-IPN

Francisco Ramirez Reyes
Jefa del Departamento de Matematicas ESFM-IPN

Abelardo Santaella Quintas

Coordinador General

Pablo Lam Estrada
Hugo Méndez Delgadillo
Adrian Alcantar Torres

Salvador Quintin Flores Garcia
Rubén S. Mancio Toledo

Coordinadores

Abelardo Santaella Quintas
Pablo Lam Estrada
Hugo Méndez Delgadillo

Elaboracion y Revision de Guias

Heriberto Casarrubias Vargas
Jorge Jair Herrera Flores

Apoyo Técnico



11. GANADORES DEL CONCURSO PIERRE FERMAT 2006

Superior

PRIMER LUGAR

David José Fernandez Breton
Escuela Superior de Fisica y Mateméticas

del Instituto Politécnico Nacional

SEGUNDO LUGAR

Cristos Alberto Ruiz Toscano
Facultad de Mateméticas

Universidad de Guanajuato

TERCER LUGAR

José Hernandez Santiago

Universidad Tecnolégica de la Mixteca

Media superior

PRIMER LUGAR

Fernando Campos Garcia
Escuela Nacional Preparatoria Plantel 5
José Vasconcelos, UNAM

SEGUNDO LUGAR

Valente Ramirez Garcia Luna

Instituto Tecnolégico de Estudios Superiores

Monterrey, Campus San Luis Potosi

TERCER LUGAR

Marlors Emilio Espinosa Lara
Escuela Preparatoria No. 7

Universidad de Guadalajara

11

Secundaria

PRIMER LUGAR Arturo Sanchez Gonzalez

TEC 25 (sede BUAP)

SEGUNDO LUGAR | Abraham Jiménez Pacheco

DGB 2 (sede BUAP)

TERCER LUGAR | Isamar Ortiz Herniandez

Instituto Minerva, Perote Veracruz
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12. MENCIONES HONORIFICAS DEL CONCURSO PIERRE FERMAT 2006

Superior

Jonathan Toledo | Escuela Superior de Fisica y Matematicas

Toledo del Instituto Politécnico Nacional

Marco Antonio Facultad de Mateméticas

Figueroa Ibarra Universidad de Guanajuato

Alexandre Ramos | Facultad de Mateméticas

Peén Universidad de Guanajuato
Oscar Montiel Facultad de Ciencias Fisico Mateméticas
Gonzalez Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

Medio superior
Manuel Alejandro | Bachillerato Técnico No. 4
Bustos Manriquez | FIME de la Universidad de Colima
Manuel Alejandro | Bachillerato Técnico No. 4
Abad Najar FIME de la Universidad de Colima
Ariel Chavez Minatitldn, Veracruz
Gonzalez Universidad Valle de Grijalva
Lourdes Cruz Cecyt No. 9 Juan de Dios Bétiz
Gonzalez del Instituto Politécnico Nacional
Jorge Michell Colegio de Bachilleres No. 25
Nunez Reyna del Estado de San Luis Potosi
Secundaria
Erika Beatriz Institucion Educativa Héroes

Ugalde Olivarez | de la Libertad, A. C.
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Problema 1. ; En cuanto tiempo harian A, B, C' un trabajo juntos
si A sélo puede hacerlo en seis horas mas, B sélo en una hora maés, y

C s6lo en el doble de tiempo 7

Problema 2. Un barril contiene a litros de vino y otro contiene b
litros de agua; se toman c litros de cada barril para llevarlos al otro;
esta operacion se repite cualquier niimero de veces. Demostrar que si
c(a + b) = ab, la cantidad de vino en cada barril permanecera siempre

constante después de la primera operacion.

Problema 3. La media aritmética entre m y n y la media geométrica

. ma + nb .,
entre a y b son iguales cada una a e Hallar m y n en funcién
m+n

de a y b.

Problema 4. Un comerciante compra 54 kilos de té y café; si hubiera
comprado cinco sextos de la cantidad de té y cuatro quintas de la
cantidad de café, habria gastado nueve onceavos de lo que realmente
gastd, y si hubiera comprado tanto té como café y viceversa, habria
gastado $5.00 pesos més de lo que gasté. El té es més caro que el café,
y el precio de 6 kilos de café excede al de dos kilos de té por $5.00.

Hallese el precio de cada uno.

Problema 5. Se ha descubierto que la cantidad de trabajo hecho
por un hombre en una hora varia en razon directa de su salario por hora
e inversamente a la raiz cuadrada del niimero de horas que trabaja por
dia. Si puede terminar una pieza en seis dias cuando trabaja 9 horas
diarias a $10.00 pesos por hora. ; Cudntos dias tardard en terminar la

misma pieza cuando trabaja 16 horas diarias a $15.00 pesos por hora ?
13
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Problema 6. Hallar el valor de
(4+V25)%2 + (4 — \/15)3/2
(6 4+ v/35)3/2 — (6 — /35)3/2°

Problema 7. Si las raices de la ecuacién

2
P _,
2

2
<l—q+%) 2+ p(l1+q)r+q(qg—1)+
son iguales, demostrar que p? = 4q.
Problema 8. Sin > 1 probar que la suma
>4
k
k=1
no es un entero.

Problema 9. Demostrar que (1 + )™ (1 —2)'™" > 1siz <1,y

a+b
B> <a—|—b) +
5 .

Problema 10. Demostrar que (™ + y™)" < (2™ +y™)™ si m > n.

deducir que

Problema 11. Resolver cada ecuacién

a)

1z 2P "
1 a a? ay
1 ay a? ay | =0,
1 a, @ ... a
donde aq, as, ..., a, son numeros distintos.
b)

1 1 1 1

1 1—-= 1 1

1 1 2—x . 1 =0,
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Problema 12. Calcular los siguientes determinantes reduciendo a

la forma triangular

a)

11 1 . 1
1 0 1 . 1
A=
1 1 0 . 1
1 1 1 . 0
b)

a, T T

B r ay * ... X

r xr az ... <X
r T T ... ap

Resp. a:(al—x)(ag—$)---(an—x)<1+ 1 4o 1 )

T a— ap — T

Problema 13. Se llama sucesién de Fibonacci! a la sucesién nu-
mérica que comienza con los ntmeros 1,2 y tal que todo nimero si-
guiente es igual a la suma de los dos anteriores, es decir, es la sucesién
1,2,3,5,8,13,21,....

Demostrar que el n-ésimo término de la sucesién de Fibonacci es

igual al determinante de n-ésimo orden de la matriz:

1 1 0
1 1
0 -1 1
0 0 0 0 .. -1 1|

Indicacién. Obtener la relacion de recurrencia D, = D,,_1 + D,,_».

Problema 14. Demuestre que para x,y > 0, se cumple que
2 - 2

IFibonacci L., matemético italiano del siglo X IT1.
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Interprete geométricamente este resultado en términos de la grafica de

™.

Problema 15.  Sean (z1,v1), (22,%2), (z3,y3) las coordenadas rec-
tangulares de los puntos M;, My, M3 en el plano. Demostrar que el

determinante

1 T2 1
T2 Yo 1
x3 ys 1

no varia en una rotacion de los ejes y en un traslado del origen. Utili-

zando esto explicar su significado geométrico.

Problema 16. Por un canal de comunicacién se va a transmitir
un mensaje con 12 simbolos diferentes. Ademas de los 12 simbolos, el
transmisor también enviarda un total de 45 espacios en blanco entre
los simbolos, con tres espacios como minimo entre cada par de simbo-
los consecutivos. ; De cuantas formas puede el transmisor mandar el

mensaje?

Problema 17. Determine el ntimero total de soluciones enteras de

la ecuacién
1+ a9+ 23+ 24 =17, donde x; > 0 para toda 1 <i < 4.

Problema 18. Determine el ntimero total de soluciones enteras de
r1+ 2o + 23+ x4 = 32, donde

a) x; >0, 1 <i<A4. d) z; >8, 1<i<4.
b) z; >0, 1 <i<A4. e) ;> -2, 1<i<4.
c) T1,m9 > 5, x3, 04 > T. f) 1, 29,23 > 0,0 < x4 < 25.

Problema 19. Hay cuatro bolas en una bolsa, pero no se sabe de
qué color son; se saca una bola y se ve que es blanca. Hallar la proba-

bilidad de que todas las bolas sean blancas.
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Problema 20. Una bolsa contiene una moneda de valor M y un
numero de otras monedas cuyo valor agregado es m. Una persona saca
una por una hasta que saca la moneda M. Hallar el valor de su espe-

ranza matematica.

Problema 21. Si se coloca en una bolsa 6n billetes numerados
0,1,2,...,6n — 1, y se sacan tres, demuestre que la probabilidad de
que la suma de los nimeros de ellos sea igual a 6n es
an
(6n —1)(6n —2)

Problema 22. De una bolsa que contiene n bolas, todas o bien

blancas 6 negras, siendo todos los nimeros de cada una igualmente
posibles, se saca una bola que resulta ser blanca; esta es devuelta a la
bolsa y se saca otra bola que también resulta ser blanca. Si esta bola es
devuelta a la bolsa, demuestre que la probabilidad de que la siguiente

sacada dé una bola negra es Q(n —1)2n+1)"L

Problema 23. Si mn monedas han sido distribuidas en m bolsas,

n en cada una, hallar:

a) la probabilidad de que dos monedas especificadas se encuentren
en la misma bolsa;

b) en lo que la probabilidad se convertird cuando r bolsas sean
examinadas y se compruebe que no contienen ninguna de las

monedas especificadas.

Problema 24. Dados a y b como catetos de un tridngulo rectangulo,

los gedémetras babilonicos calcularon aproximadamente la hipotenusa ¢
2

por la férmula ¢ = a + %" Justifiquese esta aproximacion por medio
a

de la relacién pitagoérica y del teorema del binomio.

Problema 25. Resuelva los dos siguientes problemas hallados en los
papiros de Mosct 2
2La principal informacién relacionada con la geometria egipcia antigua son los

papiros de Mosct y Rhind, textos matemadticos conteniendo 25 y 85 problemas,

respectivamente, y fechados de aproximadamente 1850 a. de C. y 1650 a. de C.
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El area de un rectangulo es 12, y la anchura es 3 de la longitud,
;, cudles son sus dimensiones 7
Un cateto de un tridngulo rectangulo es 2% veces el otro, el area

es 20, § cudles son las dimensiones ?

Problema 26. a) En los papiros de Mosci se halla el siguiente

ejemplo numérico: “Si le dicen a usted: una piramide trunca-
da de 6 para la altura vertical por 4 en una base por 2 en la
superior. Debe elevarse al cuadrado este 4, lo que da como re-
sultado 16. Se debe duplicar 4, el resultado es 8. Se debe elevar
al cuadrado 2, el resultado es 4. Deben sumarse los 16, los 8 y
los 4, el resultado es 28. Debe tomarse la tercera parte de 6, el
resultado es 2. Debe tomarse 28 dos veces, el resultado es 56.
Observe que es 56. Se vera que es correcto.”
Demuestre que esto ilustra la formula general
h(a? + ab + b?)

V:
3

que da el volumen de un tronco de una piramide cuadrada, en
funcién de la altura h y los lados a v b de las bases.?

Considerando la férmula familiar para el volumen de cualquier
pirdmide (el volumen es igual a un tercio del producto de la
base y la altura), demuestre que el volumen de un tronco de
piramide estda dado por el producto de la altura del tronco y

la media heroniana de las bases del tronco. (Si m y n son dos

m+ .;nn—i—n se llama la

nimeros positivos, entonces H =

media heroniana de los dos nimeros.)

Problema 27. a) La tradicién es undnime en atribuir a Pitdgo-

ras el descubrimiento independiente del teorema del tridngulo
rectangulo que ahora lleva universalmente su nombre, que el

cuadrado de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo es igual

3Este problema constituye la llamada “gran pirdmide egipcia”.
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a la suma de los cuadrados de los catetos. Se sabe que este teo-
rema lo conocierén los babilonios de la época de Hammurabi,
mas de mil anos antes, pero la primera demostracion general
del teorema pudo haber sido dada por Pitdgoras. Se han hecho
muchas conjeturas respecto a la demostracion que Pitédgoras
pudo haber dado, y se considera en general que posiblemente
fue un tipo de diseccién de demostracion tal como lo sugiere la

siguiente figura. Hagase la demostracion.

b) Enuncie y demuestre el reciproco del teorema de Pitagoras.

Problema 28. Indiquese como cada una de las siguientes identida-
des algebraicas puede establecerse geométricamente, suponiendo que

a, b, c,d son cantidades positivas.

a) (a+0)?2=a*+2ab+1?
b) (a—0b)2*=a*—2ab+0V* a>0b
c) a*—bt = (a+b)(a—b),a>Db
d) alb+c)=ab+ac
e) (a+b)*=(a—0)*+4ab, a>b
f)  (a+b)(c+d)=ac+bc+ ad+bd
Problema 29. a) Sean r y s las raices de la ecuacién cuadratica

22 —pr+q¢* =0, donde p y ¢ son niimeros positivos. Demuestre
que r +s=p,rs = ¢>, y ry s son ambas positivas si ¢ < g
b) Para resolver la ecuacién cuadrética de la parte a) geométrica-

mente para raices reales, debemos hallar segmentos rectilineos r
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y s de los p y ¢ dados. Esto es, debemos construir un rectangu-
lo equivalente a un cuadrado dado, y que tengan la suma de
su base y altura igual al segmento rectilineo dado. Idéese una

construccion adecuada que se base en la siguiente figura

y demuestre geométricamente que para que existan raices reales
debemos tener g < g

Sean 7 v s las raices de la ecuacién cuadratica z2 — pr —¢? = 0,
donde p y ¢ son numeros positivos. Demuestre que r + s =
p,Ts = —¢?, las raices son reales, y la mayor numéricamente es
positiva mientras que la otra es negativa.

Para resolver la ecuacién cuadratica de la parte ¢) geométrica-
mente, debemos hallar segmentos rectilineos r y s de los p y
q dados. Esto es, debemos construir un rectangulo equivalente
a un cuadrado dado y que tenga la diferencia de su base y al-
tura igual al segmento de recta dado. Idéese una construccion

adecuada basada en la siguiente figura
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e) Idéese construcciones para despejar o para obtener geométrica-

mente raices reales de las ecuaciones cuadraticas
2 2 2 2
+pr+q =0y z°+pr—q° =0,

donde p y ¢ son nimeros positivos.

f) Dado un segmento unidad, resuelve geométricamente la ecua-
cién cuadratica 22 — 7o + 12 = 0.

g) Dado un segmento unidad, resuelve geométricamente la ecua-
cién cuadratica 2% + 4x — 21 = 0.

h) Con regla y compds, divida un segmento m en dos partes tales
que la diferencia de sus cuadrados sea igual a su producto.

i) Demuestre que en la parte h), el segmento mayor es una medida
proporcional entre el segmento menor y todo el segmento. (El
segmento de la recta se dice que esta dividido en una razon

“extrema y media”.)

Problema 30. a) Definamos f(z) para todos los valores reales de

x de la siguiente forma:

0 =z irracional
-

1 x racional

Demuestre que f(z) es discontinua en todo punto.

b) Considere, por otra parte,

0 « irracional

h(z) = .

p . f
— x = = racional en sus menores términos
q q

(Se dice que el nimero racional p/q estd expresado “en sus
menores términos” cuando los enteros p y ¢ no tienen factores
comunes mayores que 1 y ¢ > 0. De esta manera, f(16/27) =
1/27.) Demuestre que h(z) es continua para todos los valores

irracionales y discontinua para todos los valores racionales.
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Problema 31. Si f(z) satisface la ecuacién funcional

flx+y) = fx)+ f(y)

para todos los valores de x e y, encuentre los valores de f(z) para los
valores racionales de = y demuestre, si f(z) es continua, que f(z) = cx

donde ¢ es una constante.

Problema 32. Sin es un numero natural, demuestre que

(1+V5)" = (1—v5)"
27\/5

es un numero natural.

Problema 33. Demuestre las propiedades siguientes de los coefi-

cientes binomiales:

s () (2) )
0 () () ()
5 () s) o) ooeenl()
) 1.2@ +2.3(g> *"'“”‘”‘”(Z) (1))

) 1+1 n +1 n R 1 n ontl 1
e — — - @@
2\1 3\2 n+1\n n-+1

Problema 34. Demuestre que para todo ntmero natural n existe

un nimero natural k£ tal que
V2-1)"=Vk—Vk—1.

Problema 35. Demuestre la relacién

1l Gy
nh—{gonk“izz;z okt

para cualquier entero no negativo.
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Sugerencia: Use induccion con respecto a k y la relacién

n

Z[ik—i-l . (Z . 1)k+1] — k1

i=1
Expanda (i — 1)*! en potencias de 1.
Problema 36. Sean p y ¢ nimeros naturales arbitrarios, hallar:
n 1
a)
izt (k+p)(k+p+q)
n 1

b lim
L P D T

Problema 37. Supongamos que los nimeros 1, s, 23 v ai (i, k =
1,2, 3) son todos positivos y , ademds, que a;, < M y 2? + 23+ 22 < 1.

Demuestre que
CLHI% + Q1912 + -+ + aggxg S 3M.
Problema 38. Demuestre que

11 1
2V 1—1) <14 —=+ =+ 4+ — < 2Vn.
n

V2 V3 Vi

Problema 39. Demuestre que

a) (—1)”/_ (2 —1)"dx = 2 ()

1 (2n+ 1)1
n ! -
b) < > = [(n—i— 1)/ 2*(1 —x)"kdx}
k 0
Probl 40. 1 )
roblema 40 ntegre/x6+1dx

Problema 41. Converge o diverge la integral
/ o xdx
o 1+a2sen?z’

Problema 42. Demuestre que no existe

[ e (o )]

justifique su respuesta.
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Problema 43. a) Si a es un numero positivo fijo, demuestre que
el el
b) Si f(z) es continua en el intervalo —1 < z < 1, demuestre que
Yook
lim —— f(z)dx = 7 f(0).

h—0 —1 h2 + ZE2

Problema 44. Supongamos que |a| # ||, pruebe que

T
lim sen ax sen fxdx = 0.
T—o0 0
. [T f2) :
Problema 45. a) Si —~dx converge para cualquier valor
w T

positivo de a, y si f(z) tiende a un limite L cuando = — 0,

demuestre que

[ Hlen i,

converge para « 'y [3 positivos y tiene el valor L In ﬁ
a
b) Aplique el inciso anterior, y pruebe las siguientes integrales:

© —ax _ ,—fx
i) / £ ~° dr=h é
0

T (0%

i) / cosom:—cosﬁxdw:mg
0

i (0%

1
Problema 46. a) Si f(x) =sen—,
T

i) encontrar f (

S 31-
S— ~———

ii) encontrar f (

1
iii) encontrar f (—) n=3"711...,
nw

iv) ; Cémo se comporta la derivada f’(x) cuando z — 0 7

1/x

b) i) ; Cémo se comporta 274* cuando x — 0 ?



CONCURSO PIERRE FERMAT 2007, GUIA PARA NIVEL SUPERIOR 25
ii) { Y cudndo z — 0~ 7
1
iii) ;, Qué puede decirse respecto al 316111(1) 1527 ?
Problema 47.  Un manantial estd situado en (0, a), y la casa de una
persona estd en (b,0), donde a > 0,b > 0. Va a tenderse una tuberia
en dos partes rectas, la primera de ellas desde la fuente hasta (x,0), y
la segunda desde (z,0) a la casa. Las partes cuestan ¢; y ¢z pesos por

unidad de longitud, respectivamente.

a) Demostrar que el costo total de la tuberfa, para cualquier valor
de x, es
f(z) = civVa? + 22 + colb — .
b) Demostrar que f tiene su minimo absoluto para un cierto x tal
que 0 < x <b.
¢) Determinar las desigualdades que deben satisfacer ci,co,a y b

si f alcanza su minimo para x tal que 0 < z < b.

Problema 48. Un cohete se lanza verticalmente hacia arriba desde
la Tierra. Quema combustible liquido a una razén variable, siendo la
razén de N galones por milla cuando su altura es de 10 millas. Si la
velocidad del cohete en ese instante es de 1,000 millas por hora, §, cual
es la razén instantanea de consumo de combustible en galones por hora
? Sea x la altura del cohete t horas después del lanzamiento. Supongase
que la razén de consumo de combustible es kz~/? galones por milla
y 3k(ct)'/? galones por hora, donde ¢ y k son constantes positivas.
Encontrar una férmula para la razén de elevacion del cohete y deducir

la que conecta a x con t.

1 1
Problema 49. Demostrar que 3 <Inlb5< 7

Problema 50. Demostrar que para ningin valor de m la ecuacién
2% — 3x + m = 0 posee dos raices distintas en el intervalo 0 < z < 1.

Usar el Teorema de Rolle.

Problema 51. Demostrar las siguientes desigualdades
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—15
a) Vitl<i4t ;s <

-1
b) tan*1x<g+x2 81l <.
1— 1—
c) %—1+§2<tan_1x<£— Qx,si0<w<1.
d) Ty <tan~'h, si 0 < h.
1 1
e) —<V66—8<-.
9 8
Problema 52. Supdngase que
L i 1,2,3
— sl x=—,n=
22n 27’74’ 2=
flz) =
0 en otro caso

., Es diferenciable f en z = 0 7 ; Qué sucederia si la definicién de f

hubiera sido f ( L ) L ?

on )~ el

Problema 53. Considere el siguiente resultado y apliquelo en el

problema:

Teorema. Sea [ una funciéon continua en el intervalo cerrado
[a, b]. Suponga que F’ es cualquier funcién diferenciable, tal que F'(z) =
f(x) cuando a < x < b. Entonces

b
/ F@)dz = F(b) — Fla).
a) Las tablas comunes de integracién enlistan la férmula

/ du 9 va? — b?tan g

= tan ca® > 2

a-+beosx a2 — b2 a+b

Sea

VaZ — Ptan
F(r) = ———=tan™' 2

a? — b2 a+b
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Verificar que
1

Fllz) = ——M—
(z) a+bcosx

siempre que x no sea un multiplo impar de 7. ; Qué se puede

decir acerca de F'(r) para estos valores excepcionales de = 7

b) Suponiendo 0 < b < a, encontrar el limite de F(z) cuando

x — 7 ycuando x — 7w,

c¢) Considere a F(z) definida en 7w por su limite cuando x —
desde la izquierda, usar el teorema previamente enunciado para
demostrar que

/ * — 3 > > .

3r/2 dr
d) Encontrar el valor de / —_—.
0 D —cosx
Problema 54. a) Analizar en forma critica la formula de integra-

cién

/ dx 1 o (a . )
= —tan | —tanx
a?cos?x + b?sen?zx  ab b ’
suponiendo que a y b son positivos. Comparar con el problema

anterior incisos a) y b).

b) Explicar la razén de la falla aparente del Teorema enunciado en

el problema anterior en el resultado obviamente falso

T dz 1 "
= —t -1 2t =0
/0 costz + dsenZz 20 (2tan ) 0

¢) Demostrar que

/”/ 2 dx R
o a?cos’w+b2sen?z  2ab’
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Problema 55. Dos escaleras de 1.80 y 1.20 metros de largo, respec-
tivamente, se apoyan en los lados opuestos de un pasillo que esta entre
dos edificios, quedando los pies de las escaleras contra las bases de los
edificios. Si dichas escaleras se cruzan a una distancia de 3 metros por
encima del pasillo, ; cudl es la anchura del pasillo 7 Hallese una so-
lucién aproximada por medio de dibujos. Un tratamiento algebraico
de este problema requiere la soluciéon de una ecuacién cuartica. Si a y
b representan las longitudes de las escaleras, ¢ la altura en la cual se

cruzan y x la anchura del pasillo, se puede demostrar que
(CL2 . x2)71/2 + (b2 . x2)71/2 — Cil.

|
Problema 56. Demuestre que lim o 0.
n—oo N

Problema 57. Demostrara que:

) 1 2 n 1
a) nll_}I{.IO ﬁ + ) + + ﬁ = 5
1 1 1
b i — =0
) e n2 + (n+1)2 + (2n)2)

d)  lim

_|_ _|_... —
vni+1  /n2+2 vn?+n

Problema 58. Demostrar que

1 n 1 N 1 B 1 n 1 n 1
(y—2? (z—2? (z-y? \y—-z z—-z z—y)
Dudas, comentarios, sugerencias, correcciones etc., sobre esta guia,

contactar a:

ABELARDO SANTAELLA (QUINTAS

fermat@esfm.ipn.mx, aquintas@esfm.ipn.mx
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Notas y Elucubraciones
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Notas y Elucubraciones
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